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关于本文： 

本文灵感源自 2009 年 1 月由让-米歇尔·拉斯里教授的学士课程。该课程基于三位作者

的论文及他们开发的未发表材料。讲座期间未展示证明过程，现已补充完善。部分课堂快

速涉及的议题亦已补充说明。因此本文内容远比实际的学士课程讲座更为丰富，但遵循相

同指导原则——循序渐进地引入平均场博弈论的概念、方法论及数学工具。平均场博弈论

由让-米歇尔·拉斯里与皮埃尔-路易·利昂于 2006 年创立，其早期成果与发展见于文献[34–

36]：包含结构框架、核心概念、均衡定义、正向-反向哈密顿-雅可比-贝尔曼/柯尔莫哥洛

夫方程系统、静态与动态情形下的存在性定理。 

静态与动态情形下的存在定理、与纳什均衡的联系、当 N 趋于无穷时 N 人博弈理论中

的动力学、去中心化变分原理等。此后让-米歇尔·拉斯里与皮埃尔-路易·里昂实施了多项拓

展，其中若干成果与奥利维尔·盖昂合作完成：解的稳定性概念、特定数值方法、数值演绎

算法，以及为更精确近似 N 人博弈而发展的 1/N 展开。这些成果先后通过三期法国高等研

究院课程[38]、巴谢利耶课程、多篇学术论文[23，24]以及奥利维尔·盖昂的博士论文[23]进

行系统阐述。相关应用（尤其在稀缺资源经济学领域）已实现或正在推进（合作者：皮埃

尔·诺埃尔·吉罗、奥利维尔·盖昂、让-米歇尔·拉斯里、皮埃尔-路易·利昂）。奥利维尔·盖昂

在种群动力学领域取得突破[23]。自 2008 年起，多位学者持续拓展该领域，或致力于探索

马尔科夫随机游走模型的全新应用与特性[21，33]。 

1. 平均场博弈导论 

平均场博弈理论作为博弈论分支，包含概念体系、数学工具、定理、模拟方法及算法。

与所有博弈论领域相同，其旨在协助专家建模具有战略决策行为的经济主体。这些专家群

体涵盖经济学家（微观/宏观）、社会学家、工程师乃至建筑师或城市规划师。无论如何，

这些应用都源于本文开篇提出的首批“玩具模型”所构筑的理论图景。 

我们选用“玩具模型”一词，旨在表明博弈论及其众多“范例”的特殊地位。以著名

的“囚徒困境”为例，无人会将其故事当真，亦无人认为这个范例是为应用于它所模拟的

现实情境而创造的。事实上，这则寓言旨在揭示战略互动的原型模式，这种原型模式在商

业谈判等诸多情境中皆可辨识。我们的诸多案例具有类似属性。“会议几点开始”或“墨西

哥波浪方程”等案例，亦不应被视为对社会生活情境的科学建模尝试。即便这两个例证模

型确实蕴含真实元素，我们认为读者真正的兴趣点在于这些“玩具模型”所揭示的结构。

例如墨西哥波浪方程，它展示了当行为主体的效用函数中存在某种模仿倾向时，如何在理

性预期框架下，通过非合作个体行为构建出复杂的社会传播现象。 

通过这些“玩具模型”引入平均场博弈，也是引导读者逐步掌握平均场博弈论概念与

数学方法的途径。 

本文呈现了大量研究成果与数学证明，但仅涵盖 2006 年以来建立的庞大数学体系的局

部内容。因此对数学工作者而言，本课程可视为入门导论，或本著作既与平均场博弈的数

学文献并行，亦与皮埃尔-路易·利昂在法国高等研究院开设的三门不同课程（06-07、07-08、

08-09 学年）相呼应。这些课程完整呈现了该数学体系，可从法国高等研究院网站[38]下载。 

1.1 三种不同路径 

建模平均场博弈存在三条路径。每条路径都揭示了该理论的特定维度，三者相互补充。 



1.1.1 第一路径：从物理学到平均场博弈 

第一条路径源于粒子物理学。在粒子物理学中，平均场理论是一种高度有效的处理方

法，适用于处理存在大量粒子时无法通过建模所有粒子间相互作用来描述动力学或平衡的

情况。由于相互作用数量庞大，详细模型变得无效，因为难以理解且不适合计算和模拟，

使得模型无法应用。 

然而，在许多上述的情形中，通过引入一个或多个作为介质的“平均场”来描述粒子

间的相互作用，可以构建出对实际情况的精妙近似。此类模型中，将每个粒子视为无限小

量，从而描述其对平均场形成的贡献以及平均场对每个粒子的影响即通过对粒子数 N 进行

极限处理（𝑁 → ∞）。 

尽管并非所有粒子间相互作用类型都适用此方法，但多数类型可满足要求：粒子间相

互作用必须足够“微弱”或“规律”，方能显现统计现象。 

平均场博弈论将该方法论应用于粒子被社会经济和/或战略情境中相互作用的参与人取

代的情形。其核心差异在于不仅需考虑参与人的决策能力，更需纳入战略互动能力，即每

个参与人构建策略时需考虑其同伴，而同伴们则同时遵循各自独立策略的能力。 

1.1.2 第二条路径：从博弈论到平均场博弈 

从数学角度看，这条路径的研究最为充分：它涉及当𝑁趋于无穷大时，对一大类𝑁人博

弈的极限进行研究。通常，含有𝑁个参与者的微分博弈可以用一个 HJB–Isaacs 的偏微分方

程组来概括，但该系统往往难以处理。幸运的是，至少在参与者数量增加时仍保持参与者

对称的一大类博弈中，出于更深层的原因，情况会被简化。确实，随着参与者数量的增加，

参与者之间那种复杂的、针对个体的策略将不再可行，因为在其他参与者眼中，每个参与

者都会逐渐淹没在人群之中。 

更准确地说，最适合进行这种极限过渡的博弈类别，是那种同一类型的参与者可以互

换而不改变博弈本身的博弈：这是一种情境匿名性的形式，即没有任何东西依赖于个体。

当地域中存在大量参与者时，这一假设在应用建模中尤其合适。从数学角度看，这种置换

不变性的假设对于走向极限至关重要。 

走向极限会产生这样一种情形：在其他参与者的整体群体之中，每个参与者都变得无

穷小；他根据自身状态以及由无限数量共同参与者所构成的群体状态来构造自己的策略，

而这些共同参与者也同时以同样的方式构造他们的策略。我们把这种每个参与者在共同参

与者群体中的均衡称为平均场方法。 

参与者连续体在文献中并不是新概念，自 Robert Aumann 及其关于具有无限多参与者

的一般均衡的开创性论文以来（见[9]），这一思想就已被广泛使用。然而，我们的方法在

许多方面不同于以往的研究（例如可参见关于大规模博弈的文献[29–32]）。一个例子是文

献[34–36]以及[38]中发展并研究的那类特定的偏微分方程系统。另一个例子是用平均场博

弈来近似一个𝑁人博弈，并研究其1/𝑁量级的误差项（见我们的第一个玩具模型）。这种近

似策略使我们能够对参与者的策略加以约束（因为无法再采用涉及特定参与者的复杂策略），

从而把有限维博弈的复杂性压缩为一种颗粒度效应，这种效应会导致对参与者群体而言出

现一个共同噪声。 

1.1.3 第三条路径：从经济学到平均场博弈 

在一般经济均衡理论中，经济主体彼此之间的关注很少：每个人只关注自身利益以及

市场价格。其他主体的存在唯一会发挥作用的层面，是理性预期的假设。只有当每个主体

都能通过把自己置于他人的位置来检验：他是否会发现理论所预测的行为时，一个理论才

会在理性预期的意义下被视为可信。这是唯一一项能使一般均衡中的主体摆脱其唯我论状

态的要求。换言之，在一般均衡理论中，价格中介了所有社会互动。然而我们知道，在许



多情形下还存在其他会引发主体之间互动的经济效应：外部性、公共品等。当把这些效应

（而这通常是最常见的情况）以统计意义的方式纳入模型时，就会导向一种平均场类型

（即上文所给定意义下）的主体间均衡定义。类似地，在产业经济学中，主体卷入复杂的

信号传递体系、进入壁垒、相对于竞争对手的定位等问题；随着相关主体群体规模的扩大，

这些问题也可以表现为平均场博弈的均衡。 

主体之间的这些互动是经济学家最主要的关注点。他们希望理解价格如何通过理性行

为而形成，以及外部性效应所带来的后果。此外，经济学家也关心经济的演化，因此他们

在预期以及在跨期语境下价格（更一般地说，行为）如何形成这一问题上投入了大量时间。

对经济物理学家而言，这一经济学领域显然是难以处理的，因为经济物理学只考虑不含预

期的前向问题；即便涉及预期，也可能只是从某种启发式视角出发，从而使得后向维度消

失。这也构成了平均场博弈理论与经济物理学家所研究的平均场之间的另一处差异：平均

场博弈具有前向/后向的结构。在大多数平均场博弈模型中，我们不仅试图描述，而且更重

要的是，试图使用效用最大化与理性预期这些经济学工具来解释某一现象。因此，平均场

博弈理论更像是一套供经济学家使用的工具箱，而不是社会科学中一种全新的、相互竞争

的范式——那种范式会回避对经济学家在过去几十年中取得的主要方法论进展的考量。 

1.2 应用领域 

1.2.1 平均场博弈与 N 人建模的对比 

这三条路径为平均场博弈理论中对主体的表征方式奠定了基础。它们比经济学一般均

衡中的主体更为精细；正如我们已经看到的，那里的主体对其共同主体大体上并不在意，

只关心价格。反过来，平均场博弈理论中的主体又不如 N 人博弈理论中的参与者那样精细，

因为他们的策略只建立在共同主体群体的统计状态之上。 

尽管如此，与 N 人博弈理论的参与者相比，平均场博弈主体这种较低的精细度作为一

种补偿，会在两个非常不同的方面产生广泛的正面效果：一方面体现在效率上，另一方面

体现在应用领域的拓展上。 

就效率而言，这种效率与可读性在很大程度上来自于可以运用微分学的力量。此外，

这一优势也是平均场博弈与前述那些关于无限多参与者博弈的其他既有发展之间的差别之

一。那些工作继承了 Robert Aumann 的杰出贡献，基本上像我们一样使用测度理论来表征

参与者连续体，但它们只使用测度理论。从数学角度看，平均场博弈理论通过为微分学的

广泛使用打开大门，走向了一个完全新的方向。微分学在大约 300 年来一直是最强大、最

富有产出的工具之一，并且在过去几十年中，许多物理学之外的应用领域取得了重大进展：

例如将偏微分方程（PDE）用于控制问题、Itô或 Malliavin 随机微积分、随机偏微分方程

（SPDE）、泛函分析的高级方法，等等。 

此外，平均场博弈理论还促使该数学领域形成了一套新的、相对独立的发展体系，尤

其体现在微分学与测度理论的交汇处，例如在 Wasserstein 空间几何方面的一些精细发展。

应用领域的拓展：两个例子。 

• 相对于 N 人博弈理论，一个显著的增益来自于对参与者进入与退出问题的处理更加容

易。确实，通过用一个连续体来表征参与者，对参与者代际更新的建模不再是问题。

就像时间与参与者在空间中的分布一样，状态是连续变量，而进入与退出则是简单的

流，其技术处理并无特殊困难。因此，人们可以毫不费力地实现代际重叠模型。 

• 由于在这些模型中，关于其他参与者的统计数据成为个体策略的基本组成部分，平均

场博弈模型呈现出一种社会维度。从这个角度看，用平均场博弈极限来近似 N 人博弈

（必要时再使用 1/N 的修正项），使得这种方法即便在规模有限的群体中（比如只有几

百个主体）也能将与参与者相关的社会维度引入分析。 



鉴于与 N 人博弈相比所带来的这些益处，我们认为把平均场博弈视为解决 N 人博弈问

题的解法是相当自然的。比如，考虑一个 N 较小（大约几十人量级）且存在参与者进入与

退出的 N 人博弈。在大量情形下，平均场博弈极限很可能为 N 人解提供一个良好的第一近

似，而 1/N 展开中的第一项就足以以足够精度描述由“颗粒度”带来的效应（这种效应源于

N 是有限且相对较小这一事实）。 

因此，平均场博弈模型拥有广泛的应用领域。它从带外部性的一般均衡一直延伸到

“墨西哥人浪”，而在我们看来，从当下的视角出发，它的重心似乎是处于理性预期语境下

的社会经济建模。 

1.2.2 大量示例 

为了展示平均场博弈理论的不同侧面，并指明其应用领域的一些内容，我们将在本课

程的后续部分介绍一系列玩具模型。换句话说，正如我们上面提到的，我们通常给出一些

高度风格化的模型；这些模型不应被照字面理解，并且需要由专家加以重新加工，但它们

展示了针对各种问题的应用之可能架构： 

• 面对外部性时的协调与相互作用效应（会议时间） 

• 有限资源的生产（石油峰值，Hotelling 规则） 

• 社会领域中行为的模仿与传播（墨西哥人浪、名字、时尚等） 

• 广场恐惧/广场偏好、身份认同的寻求等（平方-高斯人口模型） 

• 存在信号问题时金融管理的扭曲（经理人与分类） 

• 竞争对人力资本动态的影响（工资的帕累托型分布：负外部性产生正面效应的一个例

子） 

在展示这些玩具模型的过程中，相关的数学概念与方法，乃至整个平均场博弈的工具

箱，将会逐步清晰显现。上文提到的那些讨论也将因此变得更为具体充实。 

1.3 平均场方法的数学工具 

将平均场博弈理论作为一种建模方法加以实施，使得人们需要写出一些新类型的方程

系统，进而发展处理这些方程所必需的数学工具体系：关于解的存在性的定理、数值计算

算法、稳定性的特定定义、变分原理，等等。 

我们将在本课程的结论部分，回到读者能够通过这些例子所逐步发现的那套数学体系。 

  



2. 会议什么时候开始 

我们先以一个简化模型作为开头，将其构建为一系列情节，或者说是像老电视节目

《翻倍你的财富》那样，其中戏剧性的张力会逐渐增强。在这里，我们将采用一种严肃的

正误型问题：会议什么时候开始。 

我们回顾一下在引言中关于简化模型作用的论述，其中囚徒困境就是一个典型的例子。

不过，我们将如同进行科学研究那样，以越来越复杂、逐步深入的方式来处理这个问题。

因此，我们先从一个相对简单的框架开始，然后逐渐增加各种困难，以使模型更具深度，

同时揭示平均场博弈方法所提供的技术答案。在展示这个简化模型时，我们希望读者能体

会到它适用于他们非常熟悉的实际例子。在下一节中，我们将提供一个关于长期石油产量

的简化模型，以展示我们的简化模型如何在更严肃的背景下发挥作用。 

2.1 简化模型 

预定在某一时间𝑡开始的会议往往会在预定时间过后几分钟才开始。会议实际开始时间

𝑇取决于参会人员到达的动态情况。如果规定会议在达到一定法定人数时开始，那么这一

规则就建立了一种参与者之间的策略互动形式。我们将针对这种情况构建一种初步的平均

场博弈方法。 

我们设想一个有大量参与者参加的会议，并将这些参与者视为一个连续体的个体（稍

后会给出理由）。个体都是理性的，并且了解情况。更确切地说，我们将为该问题提供的所

有数据都是与会者所共知的。在这个模型中，有三个时刻是至关重要的： 

• 𝑡：会议的预定时间。 

• 𝜏𝑖：考虑到当前的情况，智能体𝑖希望的到达的时间。实际上，我们假设他的到达

时间为𝜏̃𝑖 = 𝜏𝑖 + 𝜎𝑖𝜀̃𝑖，其中𝜀̃𝑖是一个均值为 0、方差为 1 的随机噪声，仅针对特

定的个体𝑖（即“个体特异性噪声”的假设，这种独立性的假设将使方程式变得简

单，从而便于确定平衡状态。）。更确切地说，𝜏𝑖是由个体𝑖控制的一个变量，而

𝜎𝑖𝜀̃𝑖则是该个体所面临的一种不确定性因素。这些不确定性及其强度在不同群体

的成员中存在差异，因为有些成员要远道而来参加会议，而有些则距离较近。我

们用𝑚0来表示该群体中𝜎𝑖的分布情况。 

• 𝑇：会议开始的时间（关于如何根据参会人员的到达情况来确定会议开始时间𝑇的

规则将在后面给出）。 

为了确定个体的到达时间，或者至少是他预计的到达时间，每个个体都会对一个总成

本进行优化。为了便于说明（因为这是一个“简化模型”），我们假设这个总成本由三个部

分组成： 

• 与预定时间相比，迟到所产生的声誉影响： 

𝑐1(𝑡, 𝑇, 𝜏̃) = 𝛼[𝜏̃ − 𝑡]+ 

• 由于会议实际开始时间较原定时间有所推迟而带来的不便（个人上的不便）： 

𝑐2(𝑡, 𝑇, 𝜏̃) = 𝛽[𝜏̃ − 𝑇]+ 

• 与等待时间（即等待到达时间𝑇所耗费的时间）相对应的等待时间成本： 

𝑐3(𝑡, 𝑇, 𝜏̃) = 𝛾[𝑇 − 𝜏̃]+ 

我们将这三项成本的总和记为𝑐(𝑡, 𝑇, 𝜏̃)，该总和是𝜏̃的凸函数。我们可以通过假设根据

智能体的不同值来设定𝑐1、𝑐2、𝑐3来使模型更加复杂，但我们的目标恰恰相反：为了便于

解释该方法，我们要使其简单化。 



2.1.2 解 

每个参与者的优化问题就是最小化其预期总成本。在具有理性预期的纳什-平均场博弈

均衡中，假定每个参与者都基于已知的𝑇值进行优化。𝑇本质上是一个随机变量，但由于我

们考虑的是无限数量的参与者，根据“大数定律”，这将意味着𝑇是确定性的，从现在起我

们将考虑一个确定性的𝑇。 

对于参与者𝑖的问题为： 

 

这里，𝑇表示“平均场”，即每个参与者对其他参与者行为的全面概括。 

该任务旨在证明存在一个不动点𝑇，即证明在假设已知𝑇的情况下，参与者的优化行为

能够完全促成𝑇的实现。 

为了证明这种均衡状态确实存在，首先必须更仔细地研究参与者的个体选择，这可以

通过获取一阶条件来实现。 

命题 1（一阶最优条件）：对于具有𝜎值等于𝜎𝑖的参与者而言，其最优解𝜏𝑖由以下公式隐含

确定： 

 

其中 N 是与正态分布相关的累积分布函数。 

证明： 

要最小化的表达式是： 

𝔼 [𝛼[𝜏̃𝑖 − 𝑡]
+
+ 𝛽[𝜏̃𝑖 − 𝑇]

+
+ 𝛾[𝑇 − 𝜏̃𝑖]

+
] 

= 𝔼 [𝛼[𝜏̃𝑖 − 𝑡]
+
+ (𝛽 + 𝛾)[𝜏̃𝑖 − 𝑇]

+
− 𝛾(𝜏̃𝑖 − 𝑇)] 

= 𝛼𝔼([𝜏𝑖 − 𝑡 + 𝜎𝑖𝜀̃𝑖]
+
) + (𝛽 + 𝛾)𝔼([𝜏𝑖 − 𝑡 + 𝜎𝑖𝜀̃𝑖]

+
) − 𝛾(𝜏𝑖 − 𝑇) 

该问题的第一阶条件为： 

 

由于 N 是一个严格单调的累积分布函数，并且由于这三个参数𝛼，𝛽和𝛾都为正数，因

此可以很容易地推导出𝜏𝑖的存在性和唯一性。 

根据𝜏𝑖与(𝑡, 𝑇, 𝜎𝑖)的这种函数关系，我们可以推导出各参与者到达的动态规律。为此，

我们首先考虑连续体中𝜎𝑖的分布𝑚0。由于是连续体且遵循大数定律，这种分布会由𝜎𝑖 ⟼

𝜏̃𝑖的作用而发生转移。 

因此，如果我们定义𝐹（确定的）为参与者的实际到达时间的累积分布函数，那么根

据函数𝐹(·)来确定会议的实际开始时间𝑇就是自然而然的事情了。一个多数原则的例子：会

议会晚于预定时间开始，并且只有当一定比例𝜃的参与者到达后才会开始。 

接下来，我们必证明存在且唯一存在一个不动点。从一个值𝑇开始，我们得出参与者

的最优策略(𝜏𝑖(·; 𝑇))
𝑖
。这些最优策略就是目标到达时间，但每个人的到达时间都会受到噪



声的影响：我们得到实际的到达时间(𝜏̃𝑖(·; 𝑇))
𝑖
。然后，根据大数定律和参与者的不确定性

相互独立的假设，这些到达时间按照𝐹的分布呈现确定性特征，而𝑇则通过会议开始时间规

则（𝑇∗(𝐹)）从𝐹中推导出来（在本例中为多数派）。这一过程可以简单地概括为以下方案： 

 

我们得到的结果如下： 

命题 2（Equilibrium T）：如果𝛼 > 0，𝛽 > 0，𝛾 > 0，并且0 ∉ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑚0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，那么𝑇∗∗是一个

在区间[𝑡, +∞)上的压缩映射，我们的问题存在唯一的解𝑇。 

证明： 

首先，我们对𝑇进行求导，以得出定义𝜏𝑖的一阶条件。 

 

由于 0 不在𝑚0的支持范围内，这导致了
𝑑

𝑑𝑇
𝜏(𝑡, 𝜎; 𝑇) ≤ 𝑘 < 1。因此对于∀𝑇, 𝑠, ℎ > 0， 

 

因此， 

 

这就通过压缩映射定理证明了结果。 

值得注意的是，多数表决的情况并非特殊，因为上述证明仅需遵循𝑇设置规则（𝑇∗: 𝐹(∙

) ↦ 𝑇），即可验证上述结果成立所需的以下属性： 

• ∀𝐹(∙), 𝑇∗(𝐹(∙)) ≥ 𝑡：会议永远不会早于预定时间。 

• 单调性：假设有两个累积分布函数𝐹(·)和𝐺(·)。如果𝐹(·) ≤ 𝐺(·)，则有𝑇∗(𝐹(∙)) ≥

𝑇∗(𝐺(∙))。 

• 次加性；∀𝑠 > 0，𝑇∗(𝐹(∙ −s)) − 𝑇∗(𝐹(∙)) ≤ s 

在更普遍的情况下，当成本与𝐹有关时，战略互动不再仅仅取决于时间𝑇。很自然的是，

每个参与者的社会成本取决于他到达时已经到场的参与者所占的比例。在这种更普遍的情

况下，𝐹是平均场：每个人根据𝐹做出自己的决策。作为回报，这些决策会构建出𝐹。从数

学角度来看，这个不动点与𝐹有关。 

2.2 变体 

有许多方法可以对这个最初的“简化模型”进行完善。例如，有一种变体是同时考虑

共同的干扰因素以及个体特有的干扰因素。这是一个重要的变体，因为它展示了群体动态

具有随机性这一情况。不过，由于这会导致过于冗长的论述，所以我们在此不会考虑这个

变体。 

我们将要介绍的变体是一个“地理模型”，即参与者最初分布在不同的地方，并且必须

前往会议举行的地方。 

这种变体的有趣之处在于，它将展示如何出现耦合的向前/向后偏微分方程（这是平均

场博弈理论的核心内容。在连续时间、连续状态空间的背景下），从而体现出该理论的实质。 



2.2.1 框架 

我们假设所有参与者的位置分布在实数轴的负半轴上，他们的位置分布由函数𝑚0(∙)描

述。这个初始分布𝑚0有紧支撑（也就是人不会分布到无限远，很远的地方没人），而且

𝑚0(0) = 0，意思是一开始在 0 这个点上没人，所有人都离会议地点有点距离，0 是会议地

点的空间位置。假设为了从起点移动到位置 0，任意一个参与者𝑖的位置𝑋𝑡
𝑖随时间演化满足

随机微分方程𝑑𝑋𝑡
𝑖 = 𝑎𝑡

𝑖𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡
𝑖。他的位置演化是“可控的平均速度+随机扰动”。 

• 𝑋𝑡
𝑖：时刻𝑡时第𝑖个参与者离 0 的位置（负数表示在左边还没到）。 

• 𝑎𝑡
𝑖：参与者𝑖在时刻𝑡选择的“速度/控制”（漂移，决定平均移动方向和速度），这

是参与者可以控制的。漂移𝑎是参与者可以控制的决策变量，但选择一个大小为𝑎

的控制要付出一个二次成本0.5𝑎2。 

• 𝜎𝑑𝑊𝑡
𝑖：噪声项（布朗运动），表示路上有不确定性，比如交通随机干扰。这里假

设噪声强度𝜎对所有参与者都是一样的。 

其中，在这个模型里，随机不确定性的程度对每个参与者相同，只是他们选择的控制

𝑎𝑡
𝑖不同。这种假设在这一运输不确定性示例中是一种理想化的表述。但在实际应用中，我

们会发现这个假设其实还挺合适的。 

因此，每个参与人𝑖都面临着一个优化问题，其表述形式为： 

 

• 𝔼[∙]：运动中有布朗运动噪声，所以总成本是随机的，用期望来衡量平均成本； 

• 𝑐(𝑡, 𝑇, 𝜏̃𝑖)：到达会议时间𝜏̃𝑖时产生的成本； 

• 
1

2
∫ 𝑎2(𝑡) 𝑑𝑡
𝜏̃𝑖

0
：控制的成本，每时刻花0.5𝑎2(𝑡)成本，从 0 积分到到达时间𝜏̃𝑖。 

其中，位置过程满足𝑋0
𝑖 = 𝑥0, 𝑑𝑋𝑡

𝑖 = 𝑎𝑡
𝑖  𝑑𝑡 + 𝜎 𝑑𝑊𝑡

𝑖。到达位置 0 的时间为𝜏̃𝑖 = min⁡{𝑠|𝑋𝑠
𝑖 =

0}（第一次位置过程𝑋𝑠
𝑖碰到 0 的时刻）。 

如果我们要寻找一个 Nash 型的平均场均衡，那么我们会在一个给定的𝑇下来思考。此

时每个参与者的问题就是一个随机控制问题：给定𝑇，选择控制过程𝑎，最小化上面的期望

成本。因此，我们有以下的 HJB 方程： 

 

定义值函数（cost-to-go）：𝑢(𝑡, 𝑥)=从时间𝑡、位置𝑥出发，在最优控制下的最小期望总

成本。这个方程可以写成： 

 

在边界（极限）处的条件很简单，即∀𝜏, 𝑢(𝜏, 0) = 𝑐(𝑡, 𝑇, 𝜏)，其中𝑇像前面一样可以看

作是确定的。𝑥 = 0表示已经到达会议地点。当位置𝑥 = 0时，之后不再有运动、不再发生

控制成本，此时剩余成本只由到会时刻的惩罚决定。若在时间𝜏到达 0，则相对于预定时间

𝑡和真实开会时间𝑇，到会成本是𝑐(𝑡, 𝑇, 𝜏)。这个条件对应的正是到达会议时的总成本。 

我们将假定𝑐的形状与前一节设定中的相同，意味着早到惩罚、晚到惩罚的基本结构不

变，只是把折线函数成光滑函数。为了 HJB 方程的解析性质更好，在这里要求𝑐不是分段

线性的，而是二次连续可微的。 

HJB 方程给出了一个 Bellman 函数𝑢，从而在给定𝑇的情况下刻画出各个参与者的最优

行为。由于所有参与者具有相同的成本准则，只是在初始时刻的出发位置不同，因此这条



方程对所有参与者都是相同的。此外，与大多数随机优化问题一样，这里的解是马尔可夫

型的，因此对应的策略，也就是最优控制𝑎(𝑠, 𝑥) = −∂𝑥𝑢(𝑠, 𝑥)，只依赖于位置𝑥和时间𝑠。

因此，特别地，这个策略并不依赖于具体是哪一个参与者：那些由于各种未知因素而在时

间𝑠来到同一位置𝑥的参与者，会采取相同的策略；这也是自然的，因为他们拥有相同的信

息、相同的运输成本以及相同的终端准则。这种性质简化了问题的表达。 

然后，由“大数定律”通过 Kolmogorov 方程给出参与者的分布𝑚。宏观上，可以用一

个连续的密度函数𝑚(𝑡, 𝑥)来描述“在时间𝑡、位置𝑥还有多少人”。这个分布对应的是尚未到

达 0 的参与者的分布，因此当参与者逐渐到达会议地点时，𝑚会“失去质量”（通过 0 流

出）。𝑚的动力学方程为： 

 

初始条件𝑚(0,⋅) = 𝑚0(⋅)，𝑡 = 0各个位置上的密度就是之前假定好的𝑚0(𝑥)。我们将试

图寻找满足以下“光滑拼接”条件的解：𝑚(⋅ ,0) = 0，在𝑥 = 0处，不再把人计入𝑚。 

另外，由于我们选择用布朗扩散的动力学来建模，该模型必须补充并限定在一个紧致

区域上。在随后的证明中，我们假设定义域是[0, 𝑇max] × [−𝑋max, 0]，并且边界条件为： 

 
• 𝑢(𝑇max, 𝑥) = 𝑐(𝑡, 𝑇, 𝑇max)： 

• 若时间已经到 𝑇max，不论还在什么位置，都视为“停止”，并按到达时间为 𝑇max来

计算终端成本； 

• 因此值函数在 𝑡 = 𝑇max这一条边上等于同一个终端成本。 

• 𝑢(𝑡,−𝑋max) = 𝑐(𝑡, 𝑇, 𝑇max)： 

• 若人在最远的左边界−𝑋max，也视同“退出”，同样给一个终端成本（这里简化成

同一个数）。 

• 𝑚(𝑡, −𝑋max) = 0： 

• 在最远位置−𝑋max没有人（或把流出该边界的人视作离开系统），因此密度为 0。 

在该框架下，到达 0 的流量（即参与者到达会议地点的流量）由映射𝑠 ↦ −∂𝑥𝑚(𝑠, 0)

给出。因此，到达时间的累积分布函数𝐹定义为： 

 

现在，𝑇由 quorum 规则确定（例如设定阈值𝜃 = 90%），同时我们要求𝑇必须落在区间

[𝑡, 𝑇max]内。换句话说： 

 

2.2.2 会议开始时间均衡状态的存在性 

就像在前面那个简单模型中一样，我们需要证明：存在一个时间𝑇，它与所有参与者

（在理性意义下）的预期是一致的。和之前一样，我们使用不动点定理。我们先从一个给

定的𝑇出发，可以得到对应的𝑢。然后 Kolmogorov 方程给出𝑚，从而得到在 0 点的到达流

量。由于在我们的例子中，时间𝑇是由“到达人数达到全部人中比例𝜃”这个条件决定的，

所以显然这是一个不动点问题。 

在深入数学细节之前，我们先给出一些假设： 

• 假设映射𝑇 ↦ 𝑐(𝑡, 𝑇, 𝜏)是连续函数 

• 假设映射𝜏 ↦ 𝑐(𝑡, 𝑇, 𝜏)是𝐶2函数 



• 假设𝑚0(0) = 𝑚0(−𝑋max) = 0。此外，还假设∣ 𝑚0
′ (0) ∣> 0并且∣ 𝑚0

′ (−𝑋max) ∣> 0 

现在，我们考虑下面这个“流程”（其中涉及到的函数空间，将在后文中被证明确实是

合适的）： 

 

由于这个流程是从区间[𝑡, 𝑇max]映射回同一个区间[𝑡, 𝑇max]，为了得到不动点结果，我

们只需要证明这个流程是连续的。 

这个流程的第一部分（𝑇 ↦ 𝑐(𝑡, 𝑇,⋅) ∈ 𝐶2）依据前面的假设已经是连续且良好定义的。

对于流程的第二部分（𝑐(𝑡, 𝑇,⋅) ∈ 𝐶2 ↦ 𝑢 ∈ 𝐶2），我们只需要陈述一个引理： 

引理 1：我们考虑下面这个偏微分方程： 

 

边界条件 

 

该方程的解𝑢属于𝐶2(]0, 𝑇max[×] − 𝑋max, 0[)，并存在一个常数𝐾，使得对所有𝑇 ∈ [𝑡, 𝑇max]，

∂𝑥𝑢是一个𝐾-Lipschitz 函数。此外，从𝑐(𝑡, 𝑇,⋅) ∈ 𝐶2到𝑢 ∈ 𝐶2的映射是连续的。 

现在我们已经得到了𝑢，从而得到了控制−∂𝑥𝑢，于是可以转向 Kolmogorov 方程。我

们给出一个引理，它是 Hopf 原理的一个应用。 

引理 2：我们考虑下面这个偏微分方程： 

 

其中𝑎是一个𝐶1（因此也是 Lipschitz）函数，边界条件为𝑚(0,⋅) = 𝑚0(⋅)，𝑚(⋅ ,0) = 0，

𝑚(⋅,−𝑋𝑚𝑎𝑥) = 0，且𝑚0满足前面给出的那些假设。那么该方程的解𝑚属于𝐶1((0, 𝑇𝑚𝑎𝑥) ×

(−𝑋𝑚𝑎𝑥, 0))，并且 

 

另外，这个𝜀仅依赖于函数𝑎的 Lipschitz 常数。此外，从𝑎到𝑚 ∈ 𝐶1的映射是连续的。 

由前面这两个引理，我们可以推得一个适合于本问题的第三个引理。确实，由于𝑢是

一个𝐶2函数，𝑎 = −∂𝑥𝑢是一个 Lipschitz 函数，因此我们对到达会议地点的流量有一个下

界： 

引理 3： 

 

现在，我们考虑这样一个映射，这个映射是上面用 quorum rule 定义出来的。我们将要证明：

只要−∂𝑥𝑚(⋅ ,0)有一个严格正的下界，那么映射Ψ就是连续的。 

引理 4：映射Ψ在空间𝐶0([0, 𝑇max], ℝ+
∗ )上是一个 Lipschitz 函数。 

证明：取两条函数𝜓1, 𝜓2，表示两种可能的到达流量；设有一个公共的下界𝜀 > 0，使得这

两个函数都不小于𝜀。然后定义𝑇1 = Ψ(𝜓1)，𝑇2 = Ψ(𝜓2)。如果𝑇1和𝑇2都位于开区间

(𝑡, 𝑇max)内，那么在假设𝑇1 ≤ 𝑇2的情况下，我们可以写出： 



 

因此，在这种情形下，函数是 Lipschitz 的。 

在所有其他情形下，在同样假设𝑇1 ≤ 𝑇2的前提下，我们不再有上面的等式，而是有下

面的不等式： 

 

并且结论可以用同样的推理得到。 

因此，这个函数是 Lipschitz 的，从而也是连续的。 

到目前为止，我们已经证明整个“流程”是连续的，因此利用 Brouwer 不动点定理，

可以得到均衡时间𝑇的存在性。 

命题 3（存在性）：由预期时间𝑇定义实际时间𝑇的这一流程是连续的，并且至少有一个不动

点。因此，至少存在一个均衡时间𝑇。 

2.2.3 评论 

这个变体是一个连续时间平均场博弈的很好例子，而其中的机制在很多模型里都会是

类似的。首先，各个参与者要预期整体群体的演化动态，因此他们预期一个𝑚。在这里，

关键的信息被浓缩成一个𝑇，而𝑇是𝑚的函数，因此他们要预期𝑇，就必须先预期𝑚。在形

成了这样的预期之后，参与者根据 HJB 方程所描述的“向后推理”来做决策。接着，由这

个方程得到的个体行为（最优控制），可以被代入正向方程（Kolmogorov 方程），从而得到

由个体行为所诱导出的整体群体的真实动态。最后，“理性预期”假设要求：预先假定的𝑚

必须与真实产生出来的𝑚彼此一致。 

这种“向后–向前”相结合的机制，是连续时间平均场博弈理论的核心，我们稍后还会

在别的例子里再次看到它的具体运作。 

2.3 平均场博弈均衡作为𝑵人博弈 Nash 均衡的极限 

2.3.1 引言 

为简明起见，我们回到最开始的那个模型。现在通过考虑一个有𝑁个玩家的博弈，回

到“连续体假设”上来了。为了表述简单，而且因为这里其实就是一个“玩具模型”，我们

仍然考虑上面那个相同的特殊情形（这个特殊情形在技术上其实挺麻烦的，因为目标函数

并不光滑，但在直观上非常形象）在这个模型中，当有一部分参与者达到比例𝜃时，会议

就开始（为了简化，我们假设𝜃 = 90%，但我们仍然要求会议开始时间𝑇处在区间[𝑡, 𝑇𝑚𝑎𝑥]

之内）和前面一样，不能比最早允许时间𝑡还早，也不能晚于某个最大容忍时间𝑇𝑚𝑎𝑥。另外，

我们假设所有参与者具有相同的𝜎。在这样的设置下，一些自然的问题就出现了： 

• 这个𝑁人博弈是否存在 Nash 均衡？ 

• 这样的均衡是否唯一？ 

• 当𝑁 → ∞时，𝑁人博弈的均衡是否会趋向于平均场博弈的均衡？ 

• 若有需要，我们是否知道这种收敛的速度？ 

这个情形本身很简单，但它的好处在于——由于我们（在对称情形下）将会对上面那

些问题都给出肯定答案——它为“用平均场博弈来逼近一个𝑁人博弈”铺平了道路。把一



个𝑁人博弈通过一阶展开“𝐺0 +
1

𝑁
𝐺1 +⋯”来近似的这种例子，其中（形式上）𝐺0是平均

场博弈，𝐺1是一阶修正项，这种思路会导向一种“新的𝑁人博弈均衡解的类型”。“𝐺0 +

1

𝑁
𝐺1”的解，所反映的是这样一个策略世界：在这个世界里，个体并不关心其他某一个具

体的对手（至少在个体层面上不关心），而只关心总体人群的演化。并且这是一个这样的世

界𝑁，也就是玩家数量，只是被引入来刻画博弈的“颗粒度”，以及“连续体假设”并不完

全精确这一点。 

2.3.2 N 人博弈的解 

为简化起见，我们假设玩家数是𝑁 = 10𝑘（𝑘 = 1,2,3,…），于是会议在第9𝑘个玩家到达

时开始。给定一个玩家（比如玩家 1），他会希望选择一个到达时间𝜏∗，这个𝜏∗应当满足下

列（对称 Nash 条件）： 

𝜏∗ = argmin⁡
𝜏1

𝔼[𝐶(𝜏1 + 𝜎𝜀1, 𝜏∗ + 𝜎𝜀2, … , 𝜏∗ + 𝜎𝜀𝑁)] 

实际上，这个函数𝐶并不真正依赖于(𝜏∗ + 𝜎𝜀2, … , 𝜏∗ + 𝜎𝜀𝑁)的所有分量，而只依赖于

其中两个顺序统计量：𝜏∗ + 𝜎𝜀(̃9𝑘−1)和𝜏∗ + 𝜎𝜀(̃9𝑘)，即第9𝑘 − 1个到达的人和第9𝑘个到达的

人。其中，𝜀(̃𝑟)表示集合{𝜀2, … , 𝜀𝑁}排序后第𝑟个元素。 

因此，Nash 均衡可以用下面的方式刻画： 

𝜏∗ = argmin ⁡
𝜏1

𝔼[𝐺(𝜏1 + 𝜎𝜀1, 𝜏∗ + 𝜎𝑦̃, 𝜏∗ + 𝜎𝑧̃)] 

其中(𝑦̃, 𝑧̃)是顺序统计量，对应于集合{𝜀2, … , 𝜀𝑁}排序后第(9𝑘 − 1)个和第9𝑘个元素。

因此，随机变量(𝑦̃, 𝑧̃)与𝜀1是相互独立的。回到最原始的模型，函数𝐺定义如下： 

 

引理 5：对∀𝑏、∀𝑐 ≥ 𝑏，映射𝑎 ↦ 𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑐)是连续的、分段线性的、凸的函数。 

函数𝐺在优化时不方便，引入函数𝐻：(𝜏1, 𝑏, 𝑐) ⟼ ∫ 𝐺(𝜏1 + 𝜎𝑥, 𝑏, 𝑐)𝒩′(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

−∞
,其中𝒩

是方差为 1 的正态随机变量的分布函数。 

引理 6：∀𝑏 ≤ 𝑐，函数𝐻是关于𝜏1的严格凸函数，而且它先单调减、再单调增。并且有下面

这些导数公式（𝑡 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 ≤ 𝑇max）： 

 



证明： 

 

因此，我们可以对𝜏1进行求导，得到： 

 

然后，利用广义导数（在分布意义下）我们得出： 

 

再次求导得到： 

 

这个量是严格正的，因此，𝐻作为第一个变量𝜏1的函数是严格凸的。由于𝐻(𝜏1, 𝑏, 𝑐) =

𝔼[𝐺(𝜏1 + 𝜎𝑒̄1, 𝑏, 𝑐)] ≥ 𝐺(𝔼[𝜏1 + 𝜎𝑒̄1], 𝑏, 𝑐) = 𝐺(𝜏1, 𝑏, 𝑐),因此𝐻必然是先单调递减，然后再

单调递增的。 

其余导数可以直接算得： 

 

现在回忆一下：我们要寻找的是一个对称的 Nash 均衡，其条件可以写成： 

 

显然，这个条件可以用函数𝐻重新写成： 

 

利用与上述最小化问题对应的一阶条件，我们可以看到：我们需要更好地理解函数

∂1𝐻。接下来的引理将会对后续分析有帮助，因为它在问题中引入了紧性的性质。 

引理 7： 

 



是一个有界集合。 

证明： 

我们刚刚引入的集合，其实就是：对所有满足𝑏 ≤ 𝑐的二元组(𝑏, 𝑐)，函数𝐻取得极小值

时对应的那些点所组成的集合。由于对任意𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 𝑏都有𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝐺(𝑎, 𝑡 ∨ 𝑏 ∧ 𝑇max, 𝑡 ∨

𝑐 ∧ 𝑇max),同样的性质也适用于𝐻。因此，我们的集合𝐵也可以写成： 

 

现在，方程∂1𝐻(𝜏
1, 𝑏, 𝑐) = 0以隐式的方式定义了一个函数𝜏1(𝑏, 𝑐)，这个函数是连续的。于

是，集合𝐵是一个紧集（从而是有界的）：它是有界集合{(𝑏, 𝑐) ∣ 𝑡 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 ≤ 𝑇𝑚𝑎𝑥}在一个连

续映射之下得到的像。 

现在我们引入玩家 1 的最佳反应函数。这个函数记为Γ，定义为： 

 

这个函数的另一个（虽然是隐式的）定义，是基于一阶条件： 

 

引理 8： 

 

证明： 

由于𝐻对第一个变量（𝜏1）是先单调递减再单调递增的，我们现在可以很清楚地看到：

对∀𝜉 < inf⁡ 𝐵，都有 

 

因此inf⁡ 𝐵 ≤ Γ(𝜏∗)。另一边的不等式可以用同样的推理得到。 

由于 Nash 均衡本质上就是Γ的一个不动点，我们可以把Γ限制在集合𝐾 = [inf⁡ 𝐵, sup⁡ 𝐵]

上来考虑。 

如果我们定义Γ∣𝐾 : 𝜏
∗ ∈ 𝐾 ⟼ Γ(𝜏∗)为Γ在𝐾上的限制，那么任何对称 Nash 均衡都必须是

Γ∣𝐾的一个不动点。 

现在，在给出存在唯一性定理之前，我们还需要最后一个引理，它表述如下： 

引理 9：Γ∣𝐾是一个从𝐾到𝐾的压缩映射。 

证明： 

回到由(∗)给出的函数Γ的隐式定义。利用隐函数定理，可以得到： 

 

由于0 < −∂12
2 𝐻 − ∂13

2 𝐻 < ∂11
2 𝐻,于是得到0 ≤ Γ′(𝜏∗) < 1。由于𝐾是紧集，存在一个常

数𝜀 > 0，使得对所有𝜏∗ ∈ 𝐾都有Γ′ ∣𝐾 (𝜏∗) ≤ 1 − 𝜀。 

现在应用一个经典的不动点定理，我们得到： 

命题 4（存在性与唯一性）：对这个𝑁人博弈，存在唯一的对称 Nash 均衡。 

备注：为了简化讨论，我们只在𝑁 = 10𝑘、𝜃 = 90%的情形下证明了上述结论，但实

际上，这个结果对任意的𝑁和𝜃都成立。 

2.3.3 以𝟏/𝑵为阶的近似 

在开始分析之前，先回忆一下：在平均场博弈（MFG）情形下，因为所有个体的𝜎都

相同，均衡的分布是一个 Dirac 质量（也就是集中在一个点的分布）。我们用𝜏𝑀𝐹𝐺
∗ 来记这个



均衡。会议开始的时间（除非碰到边界）是𝜏𝑀𝐹𝐺
∗ + 𝜎𝐹−1(𝜃),其中 𝐹是一个正态分布的累积

分布函数。 

因此，与其用下面这个条件来定义均衡： 

 

平均场博弈的均衡则由下面的条件给出： 

 

可以看出，引入函数𝐽(𝑡, 𝑦, 𝑧) = ∂1𝐻(𝑡, 𝑡 + 𝜎𝑦, 𝑡 + 𝜎𝑧)是有好处的，这样我们就可以对𝐽

做下面的 Taylor 展开。 

 

对顺序统计量（即𝑦̃, 𝑧̃）性质的精细研究（参见文献[17]）表明，𝜏𝑁
∗向𝜏𝑀𝐹𝐺

∗ 的收敛是在

1/𝑁的量级上发生的。 

实际上，如果我们作如下记号： 

 

这样我们就得到 

 

因此，当𝑁很大时，平均场博弈框架就可以看作是𝑁人博弈的一个近似模型，而且我们

还知道：在用 MFG 模型来求解𝑁人博弈时，其误差的量级是怎样的。 

  



3. 平均场博弈论在经济学中的应用：可枯竭资源的生成 

一个相当典型的平均场博弈例子，是由“连续体的生产者”共同开采一种可枯竭资源的

情形。我们从 Hotelling 的经典工作中（见文献[28]）知道，在可枯竭资源的生产中会存在

“资源租”。但是在一个竞争性的环境下更深入地考察这一点、并理解稀缺资源被逐渐开采

耗尽的动态，是很有意思的。因此，我们先给出一个基础模型，以后可以在这个模型上嫁

接出其他更复杂的模型。比如，这个模型可以被改进，用来考虑 Stackelberg 型竞争，或者

考虑市场中存在“大玩家”（我们想到的例子是 OPEC 这样的石油输出国组织），等等。这个

模型同样可以作为基底，用来研究一些重要问题，比如新竞争者进入市场，尤其是那些开

发替代能源的企业（文献[20]在一个与本章完全相同的平均场博弈框架下，对这个问题做

了完整分析）。利用这一框架，我们还可以用有力的分析工具，研究“政府补贴替代能源生

产者”在碳排放方面可能带来的负面效应（参见[25]，以及类似的[18]）。 

通过这个例子，我们可以展示平均场博弈中的前向/后向偏微分方程（PDE）的普遍结

构，同时也提供了一种清晰处理外部性问题的方法。 

3.1 模型的基本设定 

我们考虑大量的石油生产者，它们可以被看作一个个油井，也可以从更宏观的层面看

作一家公司。我们唯一的假设是：这些生产者的数量足够多，以至于可以采用一些简单的

假设，比如“连续体假设”（适合做平均场博弈建模），以及“完全竞争”（每个主体都是价格

接受者）。 

每一个石油生产者一开始都有一个储量，记作𝑅0。我们假设这些储量在各个生产者之

间按照某个（初始）分布𝑚(0,⋅)分配。显然，这些储量会被用于生产𝑞，并且对任意一个具

体的生产者，我们有𝑑𝑅(𝑡) = −𝑞(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜈𝑅(𝑡) 𝑑𝑊𝑡,其中𝑊𝑡是该生产者特有的布朗运动。 

生产决策是为了最大化下面这样的利润指标（对所有生产者都是同一个形式）： 

 

其中： 

• 𝐶是成本函数，我们会把它写成二次型：𝐶(𝑞) = 𝛼𝑞 + 𝛽
𝑞2

2
 

• 价格𝑝由每一时刻市场上的供给/需求均衡来决定。时刻𝑡的需求由某个函数𝐷(𝑡, 𝑝)

给出，可以写成𝐷(𝑡, 𝑝) = 𝑊𝑒𝜌𝑡𝑝−𝜎 ,其中𝑊𝑒𝜌𝑡表示整体财富，并以常数增长率𝜌增

长，用来刻画经济增长；𝜎是需求的弹性，在更一般的模型里可以解释为“石油和其

他商品之间的替代弹性”）。供给自然就是所有生产者的总产量。 

我们的模型既可以在确定性情形下处理，也可以在随机性情形下处理，这取决于参数𝜈

的取值。 

我们将先从确定性情形开始，也就是取𝜈 = 0。在这种情况下，可以在不使用平均场方

法的前提下求解。平均场方法会在随机情形下变得必要，而那时经济学上的均衡会作为这

个 PDE 系统的一个很特殊的解出现，同时也为我们在模型中加入外部性或更复杂的设定留

下空间。 

3.2 确定性模型 

3.2.1 均衡的刻画 

命题 5（确定性情形下的均衡）：在确定性情形下，均衡由下面这些方程来刻画，其中𝑝, 𝑞,



𝜆都是未知函数，𝑅0是初始石油储量： 

 

证明： 

先考虑一个石油生产者，它的初始储量是𝑅0。它的最优产量路径可以用拉格朗日函数

来求： 

 

一阶条件为： 

 

其中的𝜆𝑒𝑟𝑠就是所谓的 Hotelling 租。值得注意的是，如果考虑的是垄断者，那么价格就不

会是“边际成本+租”，而是“边际成本+租”再乘上一个通常的加成系数（markup）。换句

话说，市场势力越强，实际获得的租就越大。 

现在，利用前面给的成本函数形式，在𝑞(𝑠) > 0的时候我们得到： 

 

因此，𝑞(𝑠)可以写成： 

 

在这个等式中，𝜆取决于初始油量（或储量），我们记作𝜆(𝑅0)。这个拉格朗日乘子的取

值由那个“跨期约束”决定，该约束要求整个时间上的生产总量等于初始储量： 

 

现在我们要确定刚才没写出来的价格。这很简单，由需求=供给条件给出： 

 

把以上所有结果综合起来，就得到刻画均衡的那三条方程。 

3.2.2 均衡的计算 

由于产量函数𝑞只依赖于𝜆(⋅)和𝑝(⋅)，我们就可以完全把变量𝑡和𝑅0分开来处理。更具体

地说，如果我们采用一种 eductive 算法（后面用来解耦合 PDE 也会用到这种算法），我们

可以先对两个函数𝜆(⋅)和𝑝(⋅)做一个“猜测”，用它们来计算𝑞(⋅,⋅)，然后再利用下面这两个约

束来更新𝜆(⋅)和𝑝(⋅)：∫ 𝑞(𝑠, 𝑅0) 𝑑𝑠 = 𝑅0
∞

0
；𝐷(𝑠, 𝑝(𝑠)) = ∫ 𝑞(𝑠, 𝑅0)𝑚0(𝑅0) 𝑑𝑅0。 

更具体地，我们考虑一个由变量𝜃索引的动态系统，如下所示： 



 

其中， 

 

一旦选定了这样的动态系统，函数𝑅0 ↦ 𝜆(𝑅0)和𝑡 ↦ 𝑝(𝑡)的解（也因此得到所有油企

的产量路径）就可以通过下面的极限来得到： 

 

作为例子，我们在这个模型中考察总石油产量的演化，并采用 CES 形式的需求函数：

𝐷(𝑡, 𝑝) = 𝑊𝑒𝜌𝑡𝑝−𝜎。 

我们取如下参数值：油企使用的利率为𝑟 = 5%，世界经济的平均增长率为𝜌 = 2%；

生产一桶油的初始边际成本为𝛼 = 10；取𝛽 = 100来刻画产能约束的重要性；取𝜎 = 1.2，

因为石油的需求弹性并不高；取𝑊 = 40以便在模型里得到合理数量级的数值。问题在 150

年的时间跨度上考察，初始储量分布的形状如图 1 所示。 

 

图 1. 𝑚0 

如果我们看所有油企的总产量，它的演化由下方的第一个图（图 2）给出：横轴是年

份，纵轴是每个日期的总产量。相应的油价演化也画出来了，不过我们只画了前 50 年，以

免经过太多年代之后数值变得非常大，使得图像难以阅读（图 3）。 

 

图 2. 石油总产量的演化 



 

图 3. 50 年价格的演化 

3.2.3 对确定性模型的评价 

这个确定性模型，对大多数读者来说会显得比较“经典/传统”。不过，其中有几点值

得特别评论。首先，我们已经看到，价格并不等于边际成本，因为最优产量（在为正的情

况下）满足： 

 

因此，这个 Hotelling 租𝜆(𝑅0)𝑒
𝑟𝑡会随时间增加，并且在不同生产者之间也是不同的。

由于𝜆测度的是“由于石油可枯竭性带来的约束强度”，它是𝑅0的一个递减函数。因此，当

我们看一个较小的生产者时，它的资源租会更高。 

另一个值得注意的现象是曲线的形状：石油产量先上升，然后下降。这是一种所谓

Hubbert 峰（Hubbert peak）的形式，尽管我们这里并没有得到经典 Hubbert 峰所具有的对

称性结果。经济增长会推动石油生产者增加产量（尤其是那些储量很大的生产者），但石油

本身的可枯竭性又会在经过一段时间之后，促使产量下降。 

3.3 随机模型 

上面的模型，和一般的一般均衡经济模型一样，是一个平均场博弈。在前面构建的那

个简单的确定性情形中，其实并不一定要用平均场博弈的工具，经典的工具就足够了（除

了在求数值解时可能会用到 MFG 的算法思想）。但是，一旦在模型里引入噪声（随机性）

或者外部性，就必须使用平均场博弈的偏微分方程（PDE）。与第一章玩具模型中出现的

PDE 相比，这里得到的 PDE 将会是完全耦合的，而不只是通过边界条件进行耦合。 

3.3.1 平均场博弈的 PDE 

为了写出方程我们先引入𝑢(𝑡, 𝑅)，它是这个问题的 Bellman 函数（价值函数），也就是： 

 

与这个最优控制问题对应的 HJB 方程为： 

 

现在，我们用𝑚(𝑡, 𝑅)表示时刻𝑡时“石油储量的分布”。这个分布是由各个油企在最优策

略𝑞∗(𝑡, 𝑅)下的生产决策所推动的。此时，𝑅表示的是时刻𝑡的当前储量，而不再像确定性情

形中那样表示初始储量。对应的输运（transport）方程是： 



 

并且𝑚(0,⋅)是已知的。 

现在，让我们讨论一下𝑢和𝑚之间的相互依赖关系。和𝑢的联系很自然，因为𝑚是由

HJB 方程给出的最优控制所决定的、各个代理人的最优决策所“运输”出来的。这一最优

控制是： 

 

另一方面，𝑢又通过价格𝑝(𝑡)依赖于𝑚，而这个价格可以看成是𝑚的一个函数。确实，

因为𝑝(𝑡)要被设定成“供需相等”，所以有： 

 

如果我们想在这一部分做个总结，并且把方程改写成只突出这种相互依赖的形式，我

们可以写成下面这样： 

 

 

上面这两条就是与我们的最优化问题对应的耦合方程。不过，要证明“某个 HJB 方程

的解真的是原来优化问题的价值函数并且给出了真正的最优策略”，还需要一个验证定理，

这是一个有趣但在这里不展开的问题。 

3.3.2 泛化与外部性 

上面为了突出𝑢和𝑚的相互依赖，我们把方程写成了那样的形式；但那种写法不太实用，

也不如前面的形式直观。不过，那些方程表达了一个我们想特别强调的重要事实：传统意

义上的一般均衡，其实可以看成平均场博弈的一个非常特殊的情形。直接的推论是：在平

均场博弈框架下，我们可以很简单地把别的效应加进去，只要在 PDE 里加上一些有意义的

项就行。 

举个例子，石油业内的人普遍认为：油企不只是想最大化利润，他们还不想成为最后

一批还在生产的企业，因为在“石油时代结束”的时候，他们不知道油企会发生什么事。 

这种效应，如果用我们一开始介绍的（那种传统的）做法，是非常难加进去的。而在

平均场博弈的做法下，要添加这样的效应，只不过是在定义𝑢的那个 HJB 方程里，多加一

个对𝑚的依赖项而已。一种做法是：在 HJB 方程里加入一个“排名效应”的项。这样，

HJB 方程就可以变成： 

 

这里的𝐻是一个递减函数。也就是说，除了跨期利润最大化之外，生产者还希望自己



的剩余油量少于竞争对手。 

上面这种泛化只是众多可能性中的一个。我们只是想说服读者：平均场博弈方法可以

很轻松地处理各种各样的效应，尤其是各种外部性效应。如果想了解这种平均场博弈如何

被用来研究现有油企与潜在进入者（生产替代能源的公司）之间的竞争，可以参见文献[25]

和[20]。 

  



4. 墨西哥人浪 

4.1 引言 

在进入更复杂的模型之前，我们先看一个“玩具模型”，它受到平均场博弈的启发，用

来刻画体育场里产生墨西哥人浪的模仿行为。 

之所以叫“墨西哥人浪”，是因为好像是最早在墨西哥的体育场里出现的。我们这个模

型的目标，是要理解：在一个有无穷多观众、并且大家都有“爱模仿”的偏好的平均场博弈

里，“人浪”这种模式怎么会成为一种均衡解。先描述一下体育场的几何形状。为了简化问

题，我们把体育场看成一个周长为𝐿的圆环，因此它是一个一维的对象（虽然推广到更高维

并不难）。从数学上，我们把体育场表示成区间[0, 𝐿)，并且两端连在一起当作圆环（拓扑

学上是一个环面）。 

看台上有连续分布的观众，每个观众对应一个位置𝑥 ∈ [0, 𝐿)。每个观众可以自由选择

姿势，可以完全坐着（𝑧 = 0）、完全站着（𝑧 = 1），也可以在之间的任何中间姿势0 < 𝑧 <

1。某些姿势比另外一些更不舒服，我们用一个效用函数𝑢(𝑧)来描述这种舒适度差异。 

一个典型的选择如下，这样可以体现站着或坐着比中间姿势更舒服： 

 

现在，我们来描述对于任一参与者的优化方程： 

• 如果观众以速度𝑎改变自己的姿势（每个小时间段里把𝑧改成𝑧 + 𝑎 𝑑𝑡），就要付出代价

ℎ(𝑎) 𝑑𝑡，ℎ(𝑎) =
𝑎2

2
。 

• 观众希望自己的行为跟附近人的行为相似。数学上，对于位置 𝑥的观众，引入这样一

项： 

 

其中𝑔是一个高斯核函数。 

• 每个观众还要考虑自身姿势带来的舒适度𝑢(𝑧)，希望这个效用大。 

对于位置𝑥的观众，他要在所有可能的时间路径𝑡 ↦ 𝑧(𝑡, 𝑥)中，选择一个使下面这个量

最大的路径： 

 

这个长期平均控制问题可以形式化地转成一个微分方程，得到： 

 

如果令𝜀 → 0（邻居范围越来越小），在分布意义下，上面的积分项收敛到空间二阶导

数，于是我们的方程变成： 

 

在继续解这个方程之前，我们要注意：常数解𝑧 = 0和𝑧 = 1应该都是方程的解。因此，

我们必须有𝑢′(0) = 𝑢′(1) = 0，从而前面效用函数中的参数𝛼和𝛽必须都严格大于 1。 



4.2 墨西哥人浪看作一种解 

墨西哥人浪，从定义上说，就是一种波。因此我们将寻找形如𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝜑(𝑥 − 𝑣𝑡)的解，

其中𝑣是波的传播速度。但我们平时所说的墨西哥人浪，通常是一种具体形状的波，我们

希望把“墨西哥人浪”定义成这样一种函数𝜑：它在区间(0, 𝐿)上具有紧支撑，并且先从 0

单调上升到 1，然后再从 1 单调下降到 0。 

若我们寻找这样的函数𝜑，很容易看出它必须满足： 

(1 + 𝑣2)𝜑′′ = −𝑢′(𝜑) 

命题 6（当𝜶,𝜷 ∈ (𝟏, 𝟐)时墨西哥人浪的存在性）：假设𝛼, 𝛽 ∈ (1,2)。那么，对任意满足： 

 

的𝑣，都存在一个“墨西哥人浪”型的函数𝜑，它是方程(1 + 𝑣2)𝜑′′ = −𝑢′(𝜑)的解。 

证明： 

我们用“能量方法”（energy method）来解方程(1 + 𝑣2)𝜑′′ = −𝑢′(𝜑)。首先，把方程

两边同乘𝜑′再积分，得到： 

1 + 𝑣2

2
 𝜑′2 = −𝑢(𝜑) + 𝐶. 

由于𝜑 = 0必须是一个解，因此常数𝐶必须为 0。于是我们得到如下常微分方程： 

𝜑′ = ±√
2𝐾

1 + 𝑣2
 𝜑𝛼/2(1 − 𝜑)𝛽/2 

如果𝛼 > 2，那么利用边界条件𝜑(0) = 0或𝜑(𝐿) = 0，Cauchy–Lipschitz 定理（即

Picard–Lindelöf 唯一性定理）就会告诉我们：唯一的解是𝑧 = 𝜑 ≡ 0。现在因为我们假设的

是𝛼 ∈ (1,2)，我们就可能得到局部的“非唯一性”。 

我们来构造一个不同于 0 的解。首先，我们可以令𝜑在 0 附近为 0，例如对所有𝑠 ∈

[0, 𝜂]都令𝜑(𝑠) = 0。此后对𝑠 > 𝜂，我们对上面的常微分方程积分，并通过下式隐式地定义

𝜑(𝑠)： 

 

当𝜑(𝑠) ≤ 1时，上面的定义是成立的，也就是说，只要𝑠 ≤ 𝑀就行，其中𝑀被定义为𝐵(1 −

𝛼/2, 1 − 𝛽/2) = √
2𝐾

1+𝑣2
 (𝑀 − 𝜂),这里𝐵表示 Beta 函数。现在，对𝑠 > 𝑀，我们以同样方式在

另一侧构造解，而且之所以可以这样做，是因为𝛽 ∈ (1,2)。我们通过下式隐式地定义𝜑(𝑠)： 

 

只要𝜑(𝑠)仍然为正即可。这个条件在某个𝑠 = 𝑀′处失效，此时𝐵(1 − 𝛼/2, 1 − 𝛽/2) =

√
2𝐾

1+𝑣2
 (𝑀′ −𝑀)。现在规定，当𝑠 ≥ 𝑀′时，𝜑(𝑠) = 0。 

我们已经构造了一个可微的函数𝜑，但还需要检查：对足够小的𝜂来说，是否可以保证

𝑀′ < 𝐿。我们有2𝐵(1 − 𝛼/2, 1 − 𝛽/2) = √
2𝐾

1+𝑣2
 (𝑀′ − 𝜂)。因此，𝑀′能小于𝐿当且仅当存在

某个𝜂使得 



𝜂 < 𝐿 − √
2(1 + 𝑣2)

𝐾
 𝐵(1 − 𝛼/2, 1 − 𝛽/2). 

这样的正的𝜂存在，当且仅当√
𝐾

2(1+𝑣2)
 𝐿 > 𝐵 (1 −

𝛼

2
, 1 −

𝛽

2
)。借助 Gamma 函数Γ与 Beta 函

数𝐵之间的关系，这就等价于前面给出的条件。 

我们可以像上面那样表示一个解𝜑（也就是说：观众不会在回到就座状态之前一直保

持站立）（见图 4）： 

 

图 4.⁡𝛼 = 𝛽 = 1.5 

备注：一般来说，这个解并不是唯一的，原因有两个。第一个原因是显然的：在上述

证明中，𝜂可以在某个区间内任意取值。不过，由于问题在圆环上的平移不变性，这种“非

唯一性”只是因为可以整体平移解，所以并不具有实际意义。第二个原因是：观众在重新坐

下之前，可能会保持站立一段时间。 

4.3 平均场博弈 vs 描述性模型 

所有用来刻画墨西哥人浪的模型，都假设观众像自动机一样行动：他们会根据所处的

情境来执行动作，可能还会带有对前一段时间的一点记忆。这种“自动运行”的逻辑，对

于产生一种墨西哥人浪式的人群运动来说完全足够，甚至也足以导出与我们上面写下的同

样形式的动力学方程：如果这样的事情还没人做过，那么我们自己也完全可以这么做。 

我们的模型与基于自动机智能体的模型（例如文献[19]）的区别，在于我们赋予智能

体的行为怎样的含义。在自动机模型中，动作是由情境直接“规定”的；而在我们的模型中，

智能体产生同样的动作，是经过这样一个过程的结果：他们要思考其他智能体的行为，这

些行为之间的一致性，以及在这些行为之下自己的偏好。 

得到的结果与“智能体就是自动机”时相同，这一点不应让人失望：这里并不能用“简约

原则”（parsimony principle）来说事；仅仅因为智能体的表现好像自动机，这并不是不给他

们的行为赋予另一种含义的理由。而且，这并不仅仅是出于伦理学上的考虑。的确，如果

想研究墨西哥人浪的稳定性，以及偏离均衡时的行为，那就有必要回到一开始用来构造出

这个方程的机制本身。因而，如果墨西哥人浪被扰动了，例如有几排观众因为某个外生原

因而没有动作，那么基于自动机的模型通常会在这种情形下给出一种混乱的（erratic）行

为预测；而在我们的平均场博弈模型中，智能体在稍作思考之后，会以一种方式行动，从

而使得墨西哥人浪这种集体运动得以重新建立。 

由此可见，我们对行为赋予的含义，会帮助我们理解：在各种过程遭到扰动时，人们

应该会做出怎样的反应。 

  



5. 人口分布模型 

5.1 引言 

现在我们来考虑一个人口（或群体）分布模型。该模型是连续时间、连续状态空间平

均场博弈模型的一个原型。许多模型都可以从这个模型推导出来。更重要的是，接下来将

引入的稳定性概念，可能是处理前向/后向结构稳定性问题中最相关的概念之一，尤其适用

于时间相互依赖的平均场博弈模型。这个被称为教导式稳定性（eductive stability）的稳定

性概念，能够帮助我们绕开前向/后向结构带来的困难，特别是在寻找平均场博弈 PDE 的

数值解时。 

接下来我们只呈现该模型的一些方面。读者若想更深入了解不同稳定性概念，可参考

文献[23]；若想看更完整并推广到多群体问题的呈现，可参考[22]。 

5.2 框架 

我们考虑一个由连续体表示的庞大数量的个体。这些个体具有地理、经济、社会等特

征，我们假设这些特征可以用有限个𝑛维度来表示。一个简单例子是个体在空间中的位置

坐标；另一个例子是个体所采用的技术类型。总之，我们假设每个个体的特征可以表示为

𝑋 ∈ ℝ𝑛。 

每个个体都可以控制自己的特征。我们选择一种情形：个体希望像他们的同伴。要变

得更像别人，个体需要在状态空间ℝ𝑛中移动。若个体想进行大小为𝛼的移动，将支付一个

二次型成本
∣𝛼∣2

2
。此外，这种控制并不完美，我们加入布朗噪声。用数学语言（对个体𝑖）

可以写成： 

 

其中𝑚是社会/特征空间中个体的分布；函数𝑔描述想变得像别人的愿望（依问题类型不同

而不同）。对𝑔进行不同设定可得到不同结果，例如： 

 

为简化论述并与引言中引用的文献保持一致，我们考虑对数情形，即𝑔是𝑚的局部函数。

此时控制问题可以用微分形式重写，从而得到平均场博弈理论的核心 PDE 系统： 

 

在这种情况下，最优控制为𝛼(𝑡, 𝑋𝑡) = ∇𝑢(𝑡, 𝑋𝑡)。 

这组 PDE 的关键性质在于前向/后向维度：HJB 与所有 Bellman 方程一样带有后向特征

（有限时域时会有终端条件𝑢(𝑇, 𝑥) = 𝑢𝑇(𝑥)；扩散项也可以视为后向热方程的味道）。相反，

运输方程是前向的，它根据个体的最优选择把初始分布𝑚(0, 𝑥)向前推进。我们能清楚看到

这种前向/后向结构对应了个体的推理方式：他们假设𝑚的动态，然后优化得到最优控制∇𝑢。



该行为推动总体分布的演化。最终的自洽来自于我们假设个体对分布𝑚的预期是理性且准

确的——这是平均场博弈的典型思路。 

5.3 稳态解 

我们首先对稳态解（stationary solutions）感兴趣。二次型成本与对数型效用的框架，

使得我们能够得到𝑢的显式二次型解和𝑚的高斯解，如下面的结果所示。 

命题 7（高斯解）：假设𝜌 <
2

𝜎2
，那么存在三个常数𝑠2 > 0, 𝜂 > 0,𝜔以及任意𝜇 ∈ ℝ𝑛，使得

如果𝑚是一个𝑛维高斯随机变量𝒩(𝜇, 𝑠2𝐼𝑛)对应的概率密度，并取𝑢(𝑥) = −𝜂 ∣ 𝑥 − 𝜇 ∣2+𝜔，

那么(𝑢,𝑚)构成该问题的一组解。 

这三个常数为： 

 

证明： 

首先注意，𝑚的稳态方程（Kolmogorov 方程）可以改写为： 

 

因此，我们可以把注意力限制在满足下式的解上： 

 

因此，只要把𝑚 = 𝐾exp(
2

𝜎2
𝑢)代入 HJB 方程即可，其中常数𝐾取值使𝑚的确是一个概

率分布（即积分为 1）。 

我们寻找如下形式的解： 

𝑢(𝑥) = −𝜂 ∣ 𝑥 − 𝜇 ∣2+𝜔. 

将其代入 HJB 得到： 

 

成立的第一个条件是： 

 

第二个条件来自𝑚必须是概率分布。这显然要求𝜂 > 0，而假设𝜌𝜎2 < 2保证了这一点。

进一步有： 

 



由此可解出𝜔。 

从这个关于𝑢的解，我们可以找到𝑚的解。我们确实知道𝑚是一个概率分布函数，并且

𝑚由以下式子给出： 

𝑚(𝑥) = 𝐾exp(
2𝑢(𝑥)

𝜎2
) 

因此，𝑚(𝑥)是一个𝑛维高斯密度，其方差为𝑠2𝐼𝑛，其中𝑠2 =
𝜎2

4𝜂
=

𝜎4

4−2𝜌𝜎2
。 

从先验上讲，并没有任何东西保证解一定存在，因为通常被很好研究的情形多对应于

递减的𝑔，而不是像这里这样递增的𝑔。另一方面，也没有证据表明解是唯一的。首先，该

问题具有平移不变性，因此为了讨论唯一性我们必须对问题进行定位/局部化。这种局部化

可以通过把ln⁡(𝑚(𝑡, 𝑥))替换为ln⁡(𝑚(𝑡, 𝑥)) − 𝛿𝑥2（𝛿 > 0）来实现，并且仍可得到同类型的

结果。即便局部化后，也不能保证唯一性（尽管局部化对其他目的会有帮助）。虽然我们不

证明唯一性，但我们仍然关注解的稳定性问题。既然我们已得到稳态结果，那么研究动力

学的第一步就是研究稳定性。 

5.4 稳定性结果 

5.4.1 两种稳定性概念 

两种类型的稳定性与我们的问题相关。我们将把第一种称为“物理稳定性”，把第二种

称为“教导式稳定性”。物理稳定性的概念对读者而言可能看起来更为标准。第二种，即教

导式稳定性，指向 Roger Guesnerie 以及其他作者（例如[26]）在理性预期经济学背景下关

于稳定性的许多论文。这些论文启发了平均场博弈中的教导式稳定性概念。 

如果我们在[0, 𝑇]上考虑一个问题，并且在两端给出稳态解作为条件（给定𝑢(𝑇,⋅) = 𝑢∗

且𝑚(0,⋅) = 𝑚∗），当我们扰动边界条件(𝑢∗, 𝑚∗)时，我们可以观察会发生什么（当𝑇 → ∞

时）。与这种在 0 时刻对𝑚的扰动以及在𝑇时刻对𝑢的扰动相关的稳定性就是物理稳定性，我

们参考[23]以获得完整的研究。第二种可能性是加入一个变量𝜃（虚拟时间），并考虑一个

不同的、纯前向的动力系统，其稳态均衡与我们正在寻找的那个相同。如果在这个新的动

力系统中存在收敛（当𝜃 → ∞时），在这个系统中我们通过在𝜃 = 0施加任意条件来把后向

方程中的时间反转，那么我们就把这称为教导式稳定性。在下文中，我们关注教导式稳定

性，更精确地说是局部教导式稳定性，因为它对发展和论证数值方法非常有帮助。 

5.4.2 教导式稳定性 

上面简要描述的物理稳定性，本质上与方程的前向/后向结构紧密相关。在这里，我们

想要绕开这种前向/后向结构，并引入一个虚拟时间𝜃，它将在这样的意义上是纯前向的：

我们考虑如下新的 PDE 系统： 

 

让我们考虑两个“不太远离”与𝜇 = 0相关的稳态均衡(𝑢∗, 𝑚∗)的“初始猜测”（𝑢(𝜃 = 0, 𝑥)

和𝑚(𝜃 = 0, 𝑥)），如命题 7 中所定义： 

 

我们将对这些方程进行线性化。经过简单计算我们得到如下线性 PDE： 



 

把这些线性化的 PDE 写得更方便的一种方式是引入算子 ℒ: 𝑓 ↦ ℒ𝑓 = −
𝜎2

2
𝑓′′ + 2𝜂𝑥𝑓′，

于是我们得到关于二元组(𝜑,𝜓)的如下方程： 

命题 8： 

 

证明： 

这只是变量之间联系的一个直接推论，也就是𝑠2 =
𝜎2

4𝜂
。 

现在，我们将使用刚刚引入的算子ℒ的性质。为此我们需要使用与空间𝐿2(𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥)相

关的 Hermite 多项式的一些性质（更多细节见[1]）。 

命题 9（Hermite 多项式）：我们将𝐿2(𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥)的第𝑛个 Hermite 多项式定义为： 

 

多项式族(𝐻𝑛)𝑛构成 Hilbert 空间𝐿2(𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥)的一个正交归一基。Hermite 多项式𝐻𝑛是

算子ℒ的特征向量，并且： 

ℒ𝐻𝑛 = 2𝜂𝑛𝐻𝑛 

为了研究线性化方程，我们将考虑空间𝐿2(𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥)，并考虑在 Hermite 多项式基上的

分解。因为该问题在𝜃中是纯前向的，我们需要对每一个坐标有两个负的特征值。 

为此，让我们引入矩阵(𝐵𝑛)𝑛： 

 

引理 10（𝑩𝒏的特征值）：让我们考虑𝑛 ≥ 2。𝐵𝑛的特征值𝜉𝑛
1 < 𝜉𝑛

2都是负的，并且： 

 

命题 10：让我们假设初始条件𝜑(0,⋅)和𝜓(0,⋅)属于 Hilbert 空间𝐻 = 𝐿2(𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥)。让我们对

𝑛 ≥ 2考虑函数(𝜑𝑛
𝜓𝑛
)，它们满足： 

 

其中𝜑𝑛(0)等于𝜑(0,⋅)𝑛 = ⟨𝐻𝑛, 𝜑𝑛(0)⟩，并且𝜓𝑛(0)等于𝜓(0,⋅)𝑛 = ⟨𝐻𝑛, 𝜓𝑛(0)⟩。我们有：



对固定的𝜃且当𝑛趋于∞时： 

 

特别地， 

 

证明： 

经过直接的代数变形，我们得到： 

 

其中， 

 

现在，为了找到这两个常数，我们需要使用𝜑𝑛(0)和𝜓𝑛(0)上的条件： 

 

因此： 

 

利用𝑎𝑛 ∼ −
√𝜂

𝜎
√𝑛且𝑏𝑛 ∼

√𝜂

𝜎
√𝑛这一事实，我们可以推导出当𝑛趋于无穷时这些常数的

渐近行为： 

 

因此，由于𝜉𝑛
1 < 𝜉𝑛

2， 

 

这两个估计证明了结果。这些估计表明解将比初始条件更加正则。 

命题 11（线性化 PDE 的求解）： 

假设： 

• 初始条件 𝜑(0,⋅)和 𝜓(0,⋅)属于 Hilbert 空间 𝐻 = 𝐿2(𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥)。 

• ∫ 𝜓(0, 𝑥)𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥 = 0（如果 𝑚的初始猜测是一个概率分布函数，这一点得到保证）。 

• ∫ 𝑥𝜑(0, 𝑥)𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥 = 0（如果初始猜测是偶函数，这一点得到保证）。 

• ∫ 𝑥𝜓(0, 𝑥)𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥 = 0（如果初始猜测是偶函数，这一点得到保证）。 

让我们通过如下方式定义 (𝜑𝑛)𝑛和 (𝜓𝑛)𝑛： 



• 𝜑0(𝜃) = 𝜑0(0)𝑒
−𝜌𝜃且 𝜓0(𝜃) = 0。 

• 𝜑1(𝜃) = 𝜓1(𝜃) = 0。 

• ∀𝑛 ≥ 2，𝜑𝑛 和 𝜓𝑛如前一个命题中所定义。 

那么𝜑(𝜃, 𝑥) = ∑ 𝜑𝑛(𝜃)𝐻𝑛(𝑥), 𝜓(𝜃, 𝑥)
∞

𝑛=0
=∑ 𝜓𝑛(𝜃)𝐻𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0
在𝐻中是良好定义的，

属于𝐶∞，是这些 PDE 的解，并且满足初始条件。 

证明： 

首先，上述命题保证了两个函数 𝜑和 𝜓是良好定义的，属于 𝐶∞，并且我们可以对这些

表达式进行形式上的求导。然后，前三个条件可以被翻译为 𝜓0(0,⋅) = 0、𝜑1(0,⋅) = 0 以及 

𝜓1(0,⋅) = 0，因此在时间 0 的条件得到了验证。PDE 被满足这一事实来自 𝜑𝑛和 𝜓𝑛的定义，

也来自这样一个事实：由于前一个命题的估计，我们可以在求和号下进行求导。 

命题 12（局部教导式稳定性）： 

假设： 

• 初始猜测 𝜑(0,⋅)和 𝜓(0,⋅)属于 Hilbert 空间 𝐻 = 𝐿2(𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥)。 

• ∫ 𝜓(0, 𝑥)𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥 = 0（如果 𝑚的初始猜测是一个概率分布函数，这一点得到保证）。 

• ∫ 𝑥𝜑(0, 𝑥)𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥 = 0（如果初始猜测是偶函数，这一点得到保证）。 

• ∫ 𝑥𝜓(0, 𝑥)𝑚∗(𝑥)𝑑𝑥 = 0（如果初始猜测是偶函数，这一点得到保证）。 

那么 PDE 的解 (𝜑, 𝜓)以下述意义收敛： 

 

证明： 

我们基本上想要证明： 

 

这实际上是先前证明的估计以及 Lebesgue 控制收敛定理的一个纯粹推论。 

这些稳定性结果是有趣的，但为了得到它们所需要的对称性条件可能看起来很繁琐。

确实，当涉及把这种方法学应用于寻找稳态解时，我们显然需要一个对初始条件不那么敏

感的结果。一个好的推进方式是考虑开头引入的那个没有平移不变性的情形，也就是𝛿 > 0

的局部化情形。 

5.4.3 局部化情形中的教导式稳定性 

在教导式稳定性的证明中，有必要在初始猜测上施加对称性条件。由于𝐵1是奇异的，

这些条件是确保稳定性所必需的。如果人们想要对更一般的初始猜测得到稳定性结果，直

观的想法就是打破该问题的平移不变性。 

有趣的是，我们先前引入了局部化。这个局部化思想可以再次被使用，以得到更一般

的稳定性结果。如果我们像之前一样将问题围绕 0 进行中心化，我们可以看到原问题与带

有一个额外项−𝛿𝑥2（该项将问题在 0 附近局部化）的问题之间唯一相关的差异，是依照如

下方程取决于𝛿的正常数𝜂： 

 

现在，在这个背景下我们可以证明对于𝑛 ≥ 1，𝐵𝑛的特征值都是负的（记住在𝛿 = 0的

情形中我们需要𝑛大于 2 才有这些性质）。 

当𝛿 > 0时，这个结果可以被用来证明一般的稳定性结果。确实，如果将条件： 



 

用𝛿 > 0来替换，那么我们所有的稳定性结果都可以完全以同样的方式被重写，这是很直接

的。 

因此，在这个局部化的背景下（并且在线性近似意义下），如果我们从一个接近某个稳

态均衡的二元组(𝑢,𝑚)出发，那么当使用这个纯前向的 PDE 系统时，随着𝜃 → ∞将会收敛

到稳态均衡。在数值上，这一点非常有趣，并且教导式方法给出了非常好的结果，无论是

用于寻找稳态均衡，还是用于推广这种寻找动态均衡的方法（见[23]）。 

5.5 数值方法 

平均场博弈的前向/后向结构在寻找数值解时是一个相当大的问题。人们可以尝试通过

交替求解后向方程和前向方程来寻找一个不动点(𝑢,𝑚)，但是先验地并不能保证能够用这

种方式找到一个解。然而，前面证明的教导式稳定性性质可以被改造用来设计一种数值方

法。其他作者也已经发展了若干方法，感兴趣的读者例如可以参见[3]。 

我们将展示我们用于寻找稳态解的方法。值得注意的是，如果将拉普拉斯算子替换为

热算子（根据情境可以是前向或后向），那么下面给出的数值“配方”仍然可以用于寻找动态

解（见[22,23]）。 

5.5.1 稳态均衡 

首先，让我们回忆刻画一个稳态均衡的两条方程： 

 

其中，现在𝑔不再被假定为对数函数。 

Hamilton–Jacobi–Bellman 方程可以通过变量替换𝛽 = exp(
𝑢

𝜎2
)被简化，我们得到： 

 

方程(𝐻𝐽𝐵)′和(𝐾𝑜𝑙𝑚𝑜𝑔𝑜𝑟𝑜𝑣)′可以通过对Δ算子取逆的方式写成对数值求解更实用的形

式。这可以在 Kolmogorov 方程中通过将拉普拉斯算子限制在概率分布函数上来实现（因

为在实际中我们将自己限制在只含有限个谐波的傅里叶级数上），于是我们得到： 

 

这在 HJB 方程中做不到，但对于任意𝜀 > 0，我们可以对
𝜎2

2
Δ − 𝜀𝐼𝑑这样的算子取逆。

于是得到： 

 



利用这些方程，我们可以采用教导式稳定性的思想，并通过求解下面引入虚拟时间𝜃

的方程来尝试获得解： 

 

在数值上，这些方程相当容易求解。下面给出一个例子，其中𝑔(𝑥,𝑚) = √𝑚 − 𝛿𝑥2，

𝜎2 = 0.4，𝜌 = 0.4，𝛿 = 0.5，定义域为 [−1,1]（我们取 𝜀 = 𝜌/3）（图 5）。 

 

我们看到，在 𝜃中迭代一定步数之后，分布𝑚(𝜃,⋅)收敛到一个极限分布𝑚，它是成为稳

态均衡的一个很好候选。 

5.5.2 推广 

该方法在实践中对稳态解效果非常好。除了快速、有效之外，我们所谓的教导式算法

还可以被推广，用来寻找不仅是稳态解、也包括均值场博弈 PDE 的动态解。简而言之，其

思路就是在引入虚拟时间𝜃之前，用对热算子的取逆来替代对拉普拉斯算子的取逆。[22,23]

中完成了这一点。 

  



6. 资产管理公司与排名效应 

6.1 引言 

当一个人把自己的储蓄委托给资产管理人时，他会基于自己的风险偏好来做这件事。

也就是说，他会尽量寻找一个资产管理人，使其管理方式在收益/风险等方面尽可能接近如

果不委托他人、由自己管理时会采取的策略。然而，这位被委托的资产管理人并不只是以

满足现有客户为唯一目标。他可能还希望增加客户数量，从而扩大管理资产规模；或者作

为个人，他也可能希望表现得更好，以提高自己的奖金。 

我们提出一个模型：它从经典的 Markowitz 模型（见[41]）或 CARA-高斯模型出发，

在资产管理人之间加入一个分类/排名的维度。也就是说，每位资产管理人除了其通常的目

标之外，还会想要优化一个额外的函数，这个函数依赖于他在所有资产管理人中（以收益

衡量的）排名/分类位置。 

6.2 模型 

因此，我们的模型考虑一个连续体的资产管理人：在时间 0 时，他们都拥有同样的单

位资金需要管理。这些管理人会在无风险资产和风险资产之间进行投资以构建自己的组合。

他们的投资组合中，有一个比例𝜃投到风险资产，一个比例1 − 𝜃投到无风险资产。无风险

资产的回报为𝑟。风险资产的回报记为𝑟 + 𝜀̃，其中𝜀̃是一个随机变量，我们将假设它服从正

态分布，但其均值和方差还需要进一步指定。 

为了构建组合，管理人将优化如下形式的目标函数： 

𝔼[𝑢(𝑋) + 𝛽𝐶̃] 

其中， 

• 𝑢(𝑥) = −exp⁡(−𝜆𝑥)是一种 CARA（常绝对风险厌恶）效用函数。 

• 𝑋 = 1 + 𝑟 + 𝜃𝜀̃是基金在日期 1 的价值。 

• 𝛽衡量管理人之间竞争这一“额外目标”的相对重要性。 

• 𝐶̃是代表排名/分类的随机变量，取值在[0,1]中：0 表示最差表现，1 表示某位管理人获

得的最好表现。 

现在还需要说明管理人之间的差异来自哪里。即使他们都有相同的可投资金额，他们

对风险资产回报（即关于𝜀̃）的信念依然不同。我们假设大家对波动率有共识（即方差一

致），差异仅体现在 𝜀̃的均值上：如果某个管理人认为𝜀̃ ∼ 𝒩(𝜀, 𝜎2)，那么他就是类型𝜀。在

下文中我们将假设这些信念𝜀在人群中按某个概率密度函数𝑓分布（例如可以假设为偶函

数）。 

6.3 分解 

为了解决这个问题，我们考虑一个类型为𝜀的代理人。他把投资组合中比例为𝜃的部分

配置到风险资产上的最优性条件如下： 

命题 13（𝐅𝐎𝐂𝜺）： 

 

其中𝑚是均衡时人群中𝜃的分布（更准确说是密度）；并且𝐶(⋅) = 2[𝑁(
⋅

𝜎
) −

1

2
]，𝑁是标准正

态𝒩(0,1)的累积分布函数。 



证明： 

资产管理人最大化： 

 

容易看出：𝐶̃ = 1𝜀̃>0𝑀(𝜃) + 1𝜀̃≤0(1 −𝑀(𝜃)),其中𝑀表示权重𝜃的累积分布函数。 

另外， 

 

因此，最优𝜃是下式的极大点： 

 
对上式求导，得到𝜀类型管理人的一阶条件： 

 

但是， 

 
因此得到结论。 

命题 14（𝛆 ↦ 𝛉(𝛆)的微分方程）：考虑函数𝜀 ↦ 𝜃(𝜀)，它给出每一种类型的最优风险资产比

例𝜃。如果𝜃是一阶连续可导（𝐶1），那么它满足如下微分方程： 

 

此外，𝜃必须满足𝜃(0) = 0。 

证明： 

为了从类型的分布𝑓推到均衡时𝜃的分布𝑚，我们需要一个一致性（coherence）方程： 

𝑚(𝜃) 𝜃′(𝜀) = 𝑓(𝜀) 

现在，对不同类型的最优一阶条件(FOC𝜀)乘以𝜃′(𝜀)，我们就得到想要的常微分方程。

又因为𝐶(0) = 0，(FOC0)简化为： 

 

其唯一解为𝜃 = 0。如果回到 Markowitz 问题（𝛽 = 0），解很简单：𝜃0(𝜀) =
𝜀

𝜆𝜎2
。当

𝛽 > 0时，我们的问题可写为： 

 

这不是一个常见的 Cauchy 初值问题，因为在 0 处的条件只能以极限形式有意义。此外

我们应当指出：解将是奇函数，因此可以只研究𝜀 > 0。同时𝜃(𝜀)必须是递增的，这意味着



𝜃(𝜀) > 𝜃0(𝜀)，因此在我们的模型中，风险承担会比 Markowitz 模型更高。 

命题 15（存在性与唯一性）：存在一个唯一的函数𝜃，它在满足方程(∗)的同时，还满足以

下两个附加约束： 

 

证明： 

让我们从唯一性的证明开始。让我们考虑该问题的一个解𝜃，并引入函数𝑧定义为： 

 

如果我们想反过来把这个等式倒过来，并得到𝜃作为𝑧的函数，那么我们得到： 

 

但是由于𝜃(𝜀) > 𝜃0(𝜀)，我们显然可以倒过来该等式并得到： 

 

现在，如果我们对定义 𝑧的等式求导，我们有： 

 

从 Cauchy-Peano 定理我们知道，这个方程存在一个唯一的解𝑧，它满足𝑧(0) = 0。这个

解在 0 的一个邻域𝑉上定义。由此我们可以证明，在邻域𝑉上，我们可以局部地定义𝜃(𝜀) =

𝜃0(𝜀) + √𝜃0(𝜀)2 + 2𝑧(𝜀)。这个解是唯一的，因为定义𝑧的微分方程在𝜀 > 0时有唯一解（由

于单调性）。因此，由于在 0 之外没有问题（也就是说 Cauchy-Lipschitz 定理可以直接应用），

唯一性得证。 

现在，我们想证明在整个定义域上存在解。为此让我们考虑如下 ODE： 

 

我们知道存在一个局部解𝑧（在 0 的一个邻域𝑉上定义），满足该方程并且𝑧(0) = 0。 

如果我们把𝜃loc定义在𝑉上（或者更准确地说，定义在包含 0 的𝑉的一个开子集上，因

为它并不是先验就在𝑉上定义的）为： 

 

那么，我们就得到了方程(∗)的一个局部解，它满足这两个附加条件。现在让我们考虑

𝑉中的某个 𝜀̂。我们可以对定义域 {(𝜀, 𝜃) ∣ 𝜀 > 0, 𝜃 > 𝜃0(𝜀)}上的方程 (∗)应用 Cauchy-

Lipschitz 定理，并以 Cauchy 条件𝜃(𝜀̂) = 𝜃loc(𝜀̂)来考虑该问题的极大解。这个极大解显然满

足lim⁡
𝜀→0

𝜃(𝜀) = 0。我们想说明的是：事实上这个极大定义域不存在上界。 



假设存在这样一个上界𝜀。由于𝜃是递增的，我们要么有： 

lim⁡
𝜀→𝜀̄

𝜃(𝜀) = +∞, 

或者 

lim⁡
𝜀→𝜀̄

𝜃(𝜀) = 𝜃0(𝜀) 

我们将说明这两种情况都是不可能的。 

先假设lim⁡
𝜀→𝜀̄

𝜃(𝜀) = +∞.那么，我们可以假设存在一个区间(𝜀
‾
, 𝜀)，使得对所有𝜀 ∈ (𝜀

‾
, 𝜀)，

都有𝜃(𝜀) > 𝜃0(𝜀) + 1。因此，在(𝜀
‾
, 𝜀)上我们有： 

 

但是𝜆𝜃(𝜀)𝜀 −
1

2
𝜆2𝜎2𝜃(𝜀)2 ≤

𝜀2

2𝜎2
，所以 

 

因此， 

 

这意味着我们不可能有lim⁡
𝜀→𝜀̄

𝜃(𝜀) = +∞。 

现在，让我们考虑剩下的可能性lim⁡
𝜀→𝜀̄

𝜃(𝜀) = 𝜃0(𝜀)。该情形也不可能的直观原因是：当

𝜃穿过与解𝜃0相关的那条直线时，斜率应当是无穷大，而这不可能发生。为了更精确地说

明这一点，让我们考虑如下 ODE： 

 

让我们在带有 Cauchy 条件𝜀(𝜃0(𝜀)) = 𝜀的情况下，在定义域(ℝ+∗)2上对上述方程应用

Cauchy-Lipschitz 定理。我们在一个小区间[𝜃0(𝜀) − 𝜂, 𝜃0(𝜀) + 𝜂]上有一个局部解，并且该解

在𝜃0(𝜀)处呈现一个局部最小值。然而，我们可以构造上述 Cauchy 问题的另一个解，因为

极大解𝜃的反函数𝜀满足该方程，并且可以延拓以满足 Cauchy 条件。因此，由于存在局部

最小值，这两个解是不同的，从而产生矛盾。 

结论是：极大区间不存在上界。现在，由对称性可得该解定义在ℝ上。 

命题 16（二阶条件）：令 

 



考虑由前一命题给出的唯一函数𝜃(𝜀)，它满足对任意𝜀，Γ(𝜀, 𝜃(𝜀)) = 0。以及上一命题

中的条件。我们有： 

 

证明： 

首先，对一阶条件Γ(𝜀, 𝜃(𝜀)) = 0关于𝜀求导，得到： 

 

因此，∂𝜃Γ(𝜀, 𝜃(𝜀))的符号与−∂𝜀Γ(𝜀, 𝜃(𝜀))的符号相同，所以我们需要证明∂𝜀Γ(𝜀, 𝜃(𝜀)) > 0。

但是， 

 

当𝜃 = 𝜃(𝜀)时，该表达式为正，因为𝜃(𝜀) ≥
𝜀

𝜆𝜎2
。 

6.4 例子 

现在既然已经证明了解的存在性与唯一性，我们就可以尝试用数值方法计算一个解。

为了了解曲线的形状，确实有必要在一个具体例子中计算函数𝜃(𝜀)，并将其与我们在非竞

争情形下通常得到的线性函数𝜃0(𝜀)进行比较。这正是我们现在要做的。 

让我们考虑如下情形。我们取𝑟 = 2%、𝜎 = 20%且𝜆 = 1。我们取𝑠 = 1%作为与𝑓相关

的标准差，并令𝛽很小：𝛽 = 5 × 10−5。通过数值计算，我们得到如下结果： 

 

结论是：引入平均场𝑚会颠覆 Markowitz 模型。Markowitz 模型实际上假设每个参与人

的推理方式就好像他是孤立的，但在实践中这并不成立。也许令人惊讶的是，即便竞争影

响（𝛽）非常小，也会完全改变解的形状，并促使资产管理人采取更高风险的头寸——无

论是看涨还是看跌的方向。 

  



7. 增长的平均场博弈模型与薪资的帕累托分布 

7.1 模型机制简介 

我们将用平均场博弈的方法，基于人力资本构建一个经济增长模型。核心想法是：考

虑一个人数非常多的人群，他们会努力提升自己的人力资本以提高工资。提升人力资本通

常有两个效果：第一，它会提升能力，从而提升工资；第二，在其他条件不变的情况下，

它会减少自己所面临的竞争对手数量，因此也会提高工资。要同时利用这两个效果显然需

要付出成本。但这个成本对不同个体并不相同：一般而言，资质较差的人比起那些接近经

济学所谓“技术前沿”的人，更容易通过培训来提升人力资本。 

我们考虑大量参与人，每个人都拥有我们记作𝑞的人力资本。人群中的人力资本在总

体中按一个分布函数𝑚来分布（对应的累计分布函数记为𝐹，而𝐹̄ = 1 − 𝐹表示尾部分布）。 

现在定义工资函数。若采用 Cobb–Douglas 生产函数，可以清楚地写出工资为： 

 
如果我们假设𝑚随𝑞递减，就能看出上面提到的两个效果。 

提升人力资本的成本也需要明确，我们将其表示为： 

 
其中𝐸是一个常数，表示人力资本“生产机制”的低效率程度；𝛿与𝜑也是常数。这个形

式意味着：成本既取决于人力资本的增长强度𝑎（因为𝑑𝑞𝑡 = 𝑎(𝑡, 𝑞𝑡)𝑑𝑡），也取决于你离技

术前沿有多近——这点由尾部分布𝐹̄体现。 

参数𝛼, 𝛽, 𝛿, 𝜑都为正，为了后续计算顺利，我们假设𝛼 + 𝛽 = 𝜑、𝛽 = 𝛿且𝜑 > 1，于是

只剩两个自由度。 

7.2 优化问题及相关的 PDE 

现在我们转向个体的优化问题。我们假设他们会随着时间最大化自己的财富；如果我

们处在一个没有流动性约束的理想化世界里，这样的假设是合理的。 

个体的问题是如下的最大化： 

max⁡
(𝑞𝑠), 𝑞0=𝑞

∫ [𝑤(
∞

0

𝑞𝑠 , 𝑚(𝑠, 𝑞𝑠)) − 𝐻(𝑎(𝑠, 𝑞𝑠), 𝐹̄(𝑠, 𝑞𝑠))]𝑒
−𝑟𝑠 𝑑𝑠 

为了解这个问题，我们必须先给出人力资本的初始分布。若我们令初始人力资本服从

帕累托分布，即 

𝑚(0, 𝑞) = 𝑘
1

𝑞𝑘+1
𝟏𝑞≥1, 

我们会看到初始工资分布也同样是帕累托分布，这至少在分布的尾部与现实相符。因

此我们采用这一设定。 

因为这是一个确定性的优化问题，我们其实可以用经典的 Euler–Lagrange 工具来解。

只是由于后面会引入不确定性，我们更倾向于用平均场博弈的工具来处理。 

为此，我们引入 Bellman 函数（价值函数）𝐽： 

𝐽(𝑡, 𝑞) = max⁡
(𝑞𝑠), 𝑞𝑡=𝑞

∫ [𝑤(
∞

𝑡

𝑞𝑠 , 𝑚(𝑠, 𝑞𝑠)) − 𝐻(𝑎(𝑠, 𝑞𝑠), 𝐹̄(𝑠, 𝑞𝑠))]𝑒
−𝑟(𝑠−𝑡) 𝑑𝑠. 

于是关于𝐽和𝑚的平均场博弈 PDE 写成： 



(HJB)𝑤(𝑞,𝑚(𝑡, 𝑞)) + ∂𝑡𝐽 + max⁡
𝑎

(𝑎 ∂𝑞𝐽 − 𝐻(𝑎, 𝐹̄(𝑡, 𝑞))) − 𝑟𝐽 = 0, 

(Kolmogorov)∂𝑡𝑚(𝑡, 𝑞) + ∂𝑞(𝑎(𝑡, 𝑞)𝑚(𝑡, 𝑞)) = 0, 

其中𝑎(𝑡, 𝑞) = ArgMax⁡𝑎(𝑎 ∂𝑞𝐽 − 𝐻(𝑎, 𝐹̄(𝑡, 𝑞)))是最优控制。 

利用前面选定的具体函数形式，我们得到： 

𝐶𝑞𝛼

𝑚(𝑡, 𝑞)𝛽
+
𝜑 − 1

𝜑
 

1

𝐸
1

𝜑−1

 𝐹̄(𝑡, 𝑞)
𝛽

𝜑−1(∂𝑞𝐽)
𝜑

𝜑−1 + ∂𝑡𝐽 − 𝑟𝐽 = 0, 

∂𝑡𝑚(𝑡, 𝑞) + ∂𝑞 ((
𝐹̄(𝑡, 𝑞)𝛽

𝐸
∂𝑞𝐽(𝑡, 𝑞))

1
𝜑−1𝑚(𝑡, 𝑞)) = 0, 

最优控制为： 

𝑎(𝑡, 𝑞) = (
𝐹̄(𝑡, 𝑞)𝛽

𝐸
∂𝑞𝐽(𝑡, 𝑞))

1
𝜑−1 

7.3 解 

我们可以给出显式解。 

命题 17（PDE 的求解）：如果𝜑(𝜑 − 1) < 𝛽𝑘，那么存在唯一的三元组(𝐽,𝑚, 𝛾)，它同

时满足前面的两个 PDE 以及关于最优控制函数的附加方程：𝑎(𝑡, 𝑞) = 𝛾𝑞 

解具有如下形式： 

𝑚(𝑡, 𝑞) = 𝑘 
exp⁡(𝛾𝑘𝑡)

𝑞𝑘+1
𝟏𝑞≥exp⁡(𝛾𝑡), 

𝐽(𝑡, 𝑞) = 𝐵 exp⁡(−𝛽𝑘𝛾𝑡) 𝑞𝛽𝑘+𝜑𝟏𝑞≥exp⁡(𝛾𝑡), 

其中𝛾与𝐵的关系为𝛾 = (
𝐵(𝛽𝑘+𝜑)

𝐸
)

1

𝜑−1
。 

证明： 

首先，这个附加条件等价于𝑞𝑡具有恒定增长率，因此我们得到上面给出的帕累托型分

布𝑚(𝑡,⋅)。因此，当𝑞 ≥ exp⁡(𝛾𝑡)时，∂𝑞𝐽(𝑡, 𝑞)满足： 

∂𝑞𝐽(𝑡, 𝑞) = 𝐸(𝛾𝑞)𝜑−1𝐹̄(𝑡, 𝑞)−𝛽 = 𝐸(𝛾𝑞)𝜑−1𝑒−𝛽𝑘𝛾𝑡𝑞𝛽𝑘 

于是（积分常数取 0）： 

𝐽(𝑡, 𝑞) =
𝐸

𝛽𝑘 + 𝜑
𝛾𝜑−1𝑒−𝛽𝑘𝛾𝑡𝑞𝛽𝑘+𝜑 

将其代入 HJB 方程后可得到一条关于𝛾的代数关系： 

 

由此可以得到： 

 

并由𝜑(𝜑 − 1) < 𝛽𝑘推知𝛾唯一。 

尽管我们无法严格证明全局唯一性，但这个解非常有趣：𝛾实际上对应人力资本的增长



率，并且对所有人相同；此外，解𝑚总是帕累托型的，这很值得注意，因为现实中的工资

分布尾部确实具有帕累托特征。 

7.4 潜在机制 

之所以会出现一条规律的增长路径，我们有必要花点时间解释其背后的经济机制。首

先，人们改变（提升）自身人力资本的基本原因来自两个效应。第一是纯粹工资效应：在

其他条件不变时，人力资本越高，工资越高。但仅靠这一点，并不能解释为何人力资本会

以一个恒定增长率持续改进。要得到更有说服力的解释，还需要一个“逃离竞争效应”。 

在总体中随机抽取的某个个体，会受到那些人力资本比他更低的人（设为𝑞̃）的威胁。

确实，如果这些较低人力资本的人中有一部分通过提升自己的人力资本，最终达到𝑞̃，他

们就会在劳动力市场上与该个体竞争，从而压低他的工资。这个效应是我们模型中连续增

长的来源。由于这里有一个连续体的个体群体，因此对任何给定个体来说，总会存在潜在

威胁。因此，我们认为那种“如果收益太小，人们就不会提升人力资本”的熊彼特式效应在

这里被弱化甚至“失效”了，因为总有潜在竞争者存在，所以达尔文式的竞争效应占主导。 

这个模型还说明，增长过程不仅仅来自那些靠近技术前沿的“创新者/研究者”，实际上

它涉及整个群体；尤其是那些离技术前沿较远的人，通过提升自身人力资本去“威胁”领先

者，反而在推动整体的增长。这个过程因此非常“平均场博弈式”，因为它把一种整体的社

会维度带入了个人决策之中。 

7.5 一个随机化推广 

现在我们转向一个更随机的模型。 

我们假设人力资本满足𝑑𝑞𝑡 = 𝑎(𝑡, 𝑞𝑡) 𝑑𝑡 + 𝜎𝑞𝑡  𝑑𝑊𝑡，其中𝑊是对所有代理人共同的布

朗运动。于是如果我们把𝑞𝑡
𝑚记为最小人力资本（这实际上是一个新的状态变量，它按照

𝑑𝑞𝑡
𝑚 = 𝑎(𝑡, 𝑞𝑡

𝑚) 𝑑𝑡 + 𝜎𝑞𝑡
𝑚 𝑑𝑊𝑡演化，这里𝑎是最优控制），我们就会发现 Bellman 函数可以

写成𝐽 = 𝐽(𝑡, 𝑞, 𝑞𝑚)，相应的 PDE 为： 

 

其中𝑎′就是𝑎(𝑡, 𝑞𝑡
𝑚)，在该最优化中被视为外生的。 

最优控制为： 

 

引理 11：若𝑎(𝑡, 𝑞) = 𝛾𝑞，那么𝑞的概率分布函数为𝑚(𝑡, 𝑞) = 𝑘
(𝑞𝑡

𝑚)𝑘

𝑞𝑘+1
𝟏𝑞≥𝑞𝑡𝑚。 

证明： 

假设𝑎(𝑡, 𝑞) = 𝛾𝑞，则有 

 



命题 18（PDE 的求解）：如果𝜑(𝜑 − 1) < 𝛽𝑘且𝑟 >
𝜎2

2
𝜑(𝜑 − 1)，那么存在唯一一个与该问

题相容的增长率 𝛾，并且价值函数𝐽具有形式 

𝐽(𝑞, 𝑞𝑚) = 𝐵 𝑞𝛽𝑘+𝜑  (𝑞𝑚)−𝛽𝑘  𝟏𝑞≥𝑞𝑚 

其中𝛾与𝐵满足𝛾 = (
𝐵

𝐸
(𝛽𝑘 + 𝜑))

1

𝜑−1
。 

此外，𝛾由下式给出： 

𝜑(𝜑 − 1) − 𝛽𝑘

𝜑
𝛾𝜑 = (𝑟 −

𝜎2

2
𝜑(𝜑 − 1))𝛾𝜑−1 −

𝐶(𝜑 + 𝛽𝑘)

𝐸𝑘𝛽
 

证明： 

首先，若𝑎(𝑡, 𝑞) = 𝛾𝑞，则 

∂𝑞𝐽(𝑡, 𝑞, 𝑞
𝑚) = 𝐸(𝛾𝑞)𝜑−1𝐹̄(𝑡, 𝑞)−𝛽 = 𝐸𝛾𝜑−1𝑞𝛽𝑘+𝜑−1(𝑞𝑡

𝑚)−𝛽𝑘 

由此推出解确实具有上面写的形式，且𝐵 =
𝐸

𝛽𝑘+𝜑
𝛾𝜑−1。 

若要确定𝐵或𝛾，需要把𝐽代入 HJB 方程，得到一系列化简，最终得到上面关于𝛾的代数

方程： 

 

与之前一样，在我们的假设下该方程有唯一解。 

这些解的一个推论：即便这种风险对每个人都是共同的，引入风险因子后增长会更高。 

  



8. 数学视角 

上面的例子清楚地表明，在平均场博弈模型的语境中会出现许多类型的非线性问题。

对其中大多数而言，这些非线性问题都是由耦合的非线性方程所构成的新系统；当智能体

的状态用连续变量描述且时间变量也是连续的情形下，它们就是偏微分方程系统。在所有

情形中，这类系统的主要新颖之处在于组成该系统的方程具有一种混合的“前向-后向”性质。

一般来说，无法直接动用任何经典的数学理论来处理它们。此外，例如在“偏微分”的情形

中，所需新数学理论的范围相当广，因为许多经典的偏微分方程（如 Hamilton–Jacobi–

Bellman 方程、非线性热方程或多孔介质方程、Vlasov 或 Boltzmann 等动力学方程、流体力

学中的可压缩 Euler 方程、一般的半线性椭圆方程、量子力学中的 Hartree 方程、最优输运

问题，等等）事实上都是平均场博弈系统的特殊情形！这并不令人意外，因为所有这些模

型都以一种“平均场”的方式产生于力学与物理模型之中，其中“平均场”概括了大量相互作

用粒子（可被视为无法选择自身行动的智能体）的集体或平均行为。 

平均场博弈模型的新颖性以及问题“范围”的广阔，解释了为什么平均场博弈理论正在

提出大量（且微妙的）数学问题。 

最后，我们给出一个简要（因此远非穷尽）的议题清单：这些议题已经有了一定的数

学理解（尽管仍有许多开放问题）。 

从 N 人纳什均衡严格推导平均场博弈模型的正当性：J.-M. Lasry 与 P.-L. Lions（见

[34–37]与[38]）发展了一个一般性的解析框架，可将平均场博弈方程从 N 人纳什均衡中严

格推导出来。该框架本身具有独立的数学价值，并且还有许多其他应用（如维度趋于无穷

时方程的极限、相互作用粒子系统、随机偏微分方程的大偏差，等等）。 

当参与者数量 N→∞时关于 N 的渐近展开：对一大类平均场博弈模型的例子，这种展

开已被严格建立（至少在极限平均场博弈系统解的唯一性成立的情形下）。 

存在性与正则性结果：对于很大一类模型，解的存在性与正则性如今已经得到了理解。 

唯一性结果：已识别出两种唯一性区间：小时间跨度（small horizon）的情形，以及

“单调”耦合的情形。并且也有非唯一性的例子表明，似乎不存在其他一般性的唯一性区间。 

稳定性问题：当然，与唯一性密切相关的是解的稳定性问题；在唯一性区间内，稳定

性确实成立。值得指出的是，稳定性有许多不同的概念（数据的小扰动、时间跨度趋于无

穷，等等），都具有研究意义。 

将平均场博弈模型解释为控制问题：对相当一类平均场博弈模型，可以证明平均场博

弈系统对应于某个偏微分方程的全局最优控制问题。粗略地说，此时该系统可被描述为刻

画系统“状态”与其“对偶状态”的方程之间的耦合。 

数值方法：已提出多种数值方法或思路，例如对系统进行直接离散化（有限元等）、对

相关控制问题进行离散化（若确有对应的控制问题，见上）、采用各种迭代策略，或加入一

个额外的时间变量（“松弛时间”）。 

极限情形：一个相关的重要极限情形可被称为“规划问题”。不同于“经典”平均场博弈

模型那样给定智能体群体的初始状态（“密度”）以及每个智能体的终端“成本-收益”剖面，

这里改为同时规定群体（智能体）在时间区间起点与终点的状态（也就是两端都给定）。在

这种情况下，未知的终端“成本-收益”函数可以被理解为对每个参与者的激励方案，从而引

导群体达到期望的最终状态。此前的大多数数学结果如今都可以拓展到这一“极限”类别的

模型中。 

 


